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Einleitung 

“Wenn ich nicht irre, wird das Wort Symmetrie in unserer Umgangssprache in zwei 
Bedeutungen gebraucht. In dem einen Sinn bedeutet symmetrisch etwas wie wohlpro-
portioniert, ausgeglichen, und Symmetrie bezeichnet jede Art der Konkordanz mehrerer 
Teile, durch welche sie sich zu einem Ganzen zusammenschließen. […] Das Bild der 
Waage bietet einen natürlichen Übergang zu dem zweiten Sinn, in dem das Wort Sym-
metrie heutzutage gebraucht wird: bilaterale Symmetrie, die Symmetrie von links und 
rechts, die so stark in der Struktur der höheren Tiere, insbesondere des menschlichen 
Körpers, hervortritt. Die bilaterale Symmetrie ist aber ein rein geometrischer und, im 
Gegensatz zu der oben besprochenen vagen Vorstellung von Symmetrie, ein absolut prä-
ziser Begriff.”  

HERMANN WEYL (1980; zitiert nach Weyl et al. 2017, S.13) 

Anhand dieses Zitats von Hermann Weyl (2017) lässt sich bereits die Komplexität erahnen, 

der Grundschülerinnen und Grundschüler beim Erlernen des Begriffes Symmetrie gegenüber-

stehen. Auf der einen Seite steht der doch so alltägliche Begriff der Symmetrie als etwas 

Wohlproportioniertes, den auch Kinder schon zu Schulbeginn kennen – auf der anderen Seite, 

der mathematisch-geometrisch, präzise definierte Begriff, welcher im Laufe der Schulzeit im 

Rahmen des Geometrieunterrichts erlernt werden soll. 

Vom Kindergarten an bis zur Universität ist die Symmetrie ein zentrales mathematisches Kon-

zept, das immer wieder thematisiert wird. Als „Grundidee der Elementargeometrie“ (Witt-

mann 1999, S. 210) ist sie auch fachmathematisch von Interesse. Im Sinne der Propädeutik ist 

es zwingend erforderlich, ein fachlich anschlussfähiges Verständnis von Symmetrie und Ach-

senspiegelung (als dazugehöriger Kongruenzabbildung) im Geometrieunterricht der Grund-

schule anzubahnen. Im Geometrieunterricht der Grundschule werden in der Regel vor allem 

die Themen „Erkennen achsensymmetrischer Figuren“ sowie die „Spiegelung an einer Achse“ 

angesprochen (bspw. KMK 2005; auch Niedersächsisches Kultusministerium 2017). Diese Vor-

gaben sind vergleichsweise allgemein. Geht es darum diese Inhalte anschlussfähig zu unter-

richten, kommt der Lehrkraft eine entscheidende Rolle zu, da die didaktische Vorbereitung 

und Inszenierung des konkreten Unterrichts als zentrale Aufgabe bei der einzelnen Lehrkraft 

verbleibt (Tenorth 2006; Terhart 2002). Das professionelle Wissen von Lehrerinnen und Leh-

rern spielt als Teil professionellen Lehrerhandelns eine entscheidende Rolle bei der Planung 

und Durchführung von Unterricht (Baumert & Kunter 2006). Aktuelle Studien aus der Lehrer-

professionsforschung schreiben insbesondere dem fachlichen sowie dem fachdidaktischen 



14 

 

Wissen der Lehrperson einen entscheidenden Einfluss auf den Lernerfolg der Schülerinnen 

und Schüler zu (u. a. Kunter et al. 2013). 

Wissen, auf das Lehrerinnen und Lehrer zurückgreifen können, um im Geometrieunterricht 

der Grundschule sinnvoll begründete, fachdidaktische Entscheidungen treffen zu können und 

somit letztendlich den Lernerfolg der Schülerinnen und Schüler positiv zu beeinflussen, liegt 

bisher nur vereinzelt vor. Studien, die wichtige Wissensgrundlagen für das Unterrichten von 

Symmetrie und Achsenspiegelung liefern, sind nicht immer grundschulspezifisch ausdiffe-

renziert oder präzisieren entscheidende Inhalte (wie beispielsweise auftretende Fehler oder 

schwierigkeitsgenerierende Merkmale) noch zu wenig bzw. sind die Ergebnisse vorhandener 

Studien noch zu wenig belastbar. 

Die vorliegende Arbeit setzt sich daher als Ziel, Wissen zu schaffen, welches es Lehrerinnen 

und Lehrern ermöglicht, Symmetrie und Achsenspiegelung in der Grundschule anschlussfä-

hig zu unterrichten und ein solides, fachgebundenes Verständnis bei den Schülerinnen und 

Schülern aufzubauen. Mit diesem Ziel werden inhaltsspezifisch relevante Facetten professio-

nellen Wissens von Lehrerinnen und Lehrern in Modellen der Lehrerprofessionsforschung 

identifiziert und in Verbindung mit bereits vorliegendem Wissen aus dem Bereich der Sym-

metrie und Achsenspiegelung gebracht. Dadurch soll eine empirisch fundierte und systema-

tische Wissensgrundlage generiert werden, welche als Ausgangspunkt dienen kann, Symmet-

rie und Achsenspieglung als Grundschullehrkraft so zu unterrichten, dass ein fachlich an-

schlussfähiges Verständnis vermittelt werden kann. 

In den ersten drei Kapiteln dieser Arbeit wird ein theoretischer Rahmen geschaffen, aus dem 

zum einen die Forschungsdesiderate für die vorliegende Arbeit abgeleitet werden. Zum ande-

ren bilden diese Kapitel auch die inhaltliche Grundlage zur Entwicklung der in dieser Arbeit 

eingesetzten Aufgaben.  

Im ersten Kapitel erfolgt zunächst eine Zusammenschau verschiedener Modelle aus der 

Lehrerprofessionsforschung (u. a. Shulman 1986; Baumert & Kunter 2006, 2011; Loewenberg 

Ball, Thames & Phelps 2008), die zentrale Wissensfacetten professioneller Kompetenz von 

Lehrerinnen und Lehrern beschreiben. Dabei werden die als grundlegend für eine erfolgreiche 

Gestaltung von Unterricht bezüglich Symmetrie und Achsenspiegelung erachteten Facetten 

herausgearbeitet und für diese Arbeit definiert. 

Die in Kapitel 1 konkretisierten, relevanten inhaltsbezogenen Wissensfacetten Fachwissen, 

curriculares Wissen, fachdidaktisches Wissen und diagnostisches Wissen werden mit dem Fokus 
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auf das Unterrichten der Inhalte Symmetrie und Achsenspiegelung in Kapitel 2 konkretisiert 

und detailliert beschrieben. Die entsprechenden Unterkapitel widmen sich der theoretischen 

und empirischen Klärung bereits vorhandenen Wissens, das den jeweiligen Facetten zugeord-

net werden kann. 

Im dritten Kapitel werden Forschungsdesiderate basierend auf den in Kapitel 2 beschriebenen, 

vorhandenen Erkenntnissen bezüglich des inhaltsspezifischen professionellen Wissens von 

Lehrkräften zu Symmetrie und Achsenspiegelung im Unterricht der Grundschule abgeleitet. 

Anschließend werden die Forschungsschwerpunkte dieser Arbeit, welche in einzelnen Stu-

dien untersucht wurden, vorgestellt (Kapitel 4).  

Das fünfte Kapitel widmet sich der Darstellung der Ergebnisse. Entsprechend der Forschungs-

schwerpunkte wird dieser Teil der Arbeit in zwei Teile gegliedert. Im ersten Teil (Unterkapi-

tel 5.1) werden Ergebnisse zu Wissen zu Aufgabenmerkmalen im Bereich Symmetrie und 

Achsenspiegelung detailliert vorgestellt. Ergebnisse der qualitativen Interviewstudie zu Wis-

sen über das mathematische Denken von Schülerinnen und Schülern bei der Achsenspiege-

lung schließen sich im zweiten Teil (Unterkapitel 5.2) an.  

Die Ergebnisse aller Studien, die Teil dieser Arbeit sind, werden in Kapitel 6 diskutiert. Dazu 

erfolgt zunächst eine kritische Diskussion der Grenzen der durchgeführten Studien. Anschlie-

ßend werden zentrale Befunde zur Achsenspiegelung und zur Achsensymmetrie jeweils re-

sümiert und diskutiert. Abschließend werden die Ergebnisse aller Studien in Bezug auf die 

formulierten Forschungsdesiderate (Kapitel 3) vor dem Hintergrund professionellen Wissens 

von Lehrerinnen und Lehrern eingeordnet und Perspektiven für weitere Forschung aufge-

zeigt. 

Im abschließenden siebten Kapitel werden auf Basis der vorliegenden Befunde dieser Arbeit 

Implikationen und offene Fragen in Bezug auf das Unterrichten von Symmetrie und Achsen-

spiegelung in der Grundschule diskutiert. 
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1 Wissen als Teil professioneller Kompetenz von Lehrkräften 

Lehrerinnen und Lehrer sind zentrale Akteure im Bildungssystem und haben einen bedeu-

tenden Einfluss auf das Lernen sowie die Entwicklung der Kompetenzen von Schülerinnen 

und Schülern (Bromme 1997, S. 178). Eine zentrale Rolle spielt dabei auch das Wissen, über 

welches Lehrerinnen und Lehrer verfügen, um Inhalte des Faches Mathematik und – bezogen 

auf diese Arbeit – Inhalte der Symmetrie und Achsenspiegelung anschlussfähig und verständ-

nisorientiert zu unterrichten. Modelle aus der Lehrerprofessionsforschung beschreiben As-

pekte professioneller Kompetenz und identifizieren zentrale Wissensfacetten von Lehrerin-

nen und Lehrern, die als grundlegend erachtet werden, um Unterricht erfolgreich zu gestal-

ten. 

Professionelle Kompetenz kann dabei angelehnt an den Kompetenzbegriff nach Weinert 

(2001) verstanden werden als „ein Zusammenspiel aus spezifischem, erfahrungsgesättigtem de-

klarativen und prozeduralen Wissen […]; professionellen Werten, Überzeugungen, subjektiven 

Theorien, normativen Präferenzen und Zielen; motivationalen Orientierungen sowie metakogni-

tiven Fähigkeiten und Fähigkeiten professioneller Selbstregulation.“ (Baumert & Kunter 2006, 

S. 481). Professionelle Kompetenz setzt sich ergo aus motivationalen und sozialen Bereitschaf-

ten und Fähigkeiten sowie kognitiven Fähigkeiten und Fertigkeiten zusammen. Geht es da-

rum, herauszuarbeiten, welche Voraussetzungen aus fachdidaktischer Sicht bei Lehrerinnen 

und Lehrern gegeben sein sollten, um Inhalte der Symmetrie und Achsenspiegelung in der 

Grundschule anschlussfähig zu unterrichten, so ist insbesondere die Auseinandersetzung mit 

spezifischem, erfahrungsgesättigtem deklarativen und prozeduralen Wissen (s.o.) von Bedeu-

tung, da vor allem dieses Wissen einen starken Inhaltsbezug aufweist. Aus diesem Grund 

fokussiert die hier vorliegende Arbeit das Wissen von Lehrerinnen und Lehrern. Wird von 

Wissen gesprochen, so wird dieses nicht gleichgesetzt mit Kompetenz; professionelles Wissen 

von Lehrerinnen und Lehrern stellt einen Teilbereich dieser dar und wird als zentrale Kom-

ponente der professionellen Handlungskompetenz gesehen (Baumert & Kunter 2006; vgl. 

auch Helmke & Weinert 1992).  

Primäres Anliegen dieses ersten Kapitels ist es, zentrale Wissensfacetten von Lehrkräften, die 

eine Rolle bei der unterrichtlichen Vermittlung fachlicher Inhalte spielen, herauszuarbeiten 

und zu beschreiben. Modelle aus der Lehrerprofessionsforschung werden als Ausgangspunkt 

herangezogen, um diese grundlegenden Wissensfacetten zu identifizieren und systematisch 
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zu beschreiben. In den darauffolgenden Kapiteln werden diese Wissensfacetten inhaltsspezi-

fisch betrachtet bzw. spezifiziert. Ziel dabei ist es zu analysieren, über welches Wissen Leh-

rerinnen und Lehrer verfügen müssen, um Lernprozesse – bezogen auf den geometrischen 

Inhaltsbereich Symmetrie und Achsenspiegelung – erfolgreich und anschlussfähig gestalten 

zu können.  

1.1 Professionelles Wissen von Lehrerinnen und Lehrern 

Für einen ersten Überblick wird im Folgenden eine Zusammenschau unterschiedlicher Mo-

delle aus der Lehrerprofessionsforschung (Ausführungen dazu vgl. Abschnitt 1.1.1) vorge-

nommen, die jene Facetten des professionellen Wissens darstellt, welchen für das Unterrich-

ten im Allgemeinen eine große Bedeutung zugeschrieben wird (vgl. Abbildung 1). Die darge-

stellten Wissensfacetten in Abbildung 1 lassen sich in allgemeine und inhaltsbezogene Facet-

ten des professionellen Wissens von Lehrkräften unterteilen, welche detaillierter in Ab-

schnitt 1.1.1 betrachtet werden. Allgemeine Wissensfacetten – wie beispielsweise pädagogi-

sches Wissen oder auch Wissen in Bezug auf Klassenführung oder Beratungs- und Organisa-

tionswissen – sind in jedem Fach und bei jedem Inhalt von Bedeutung. Für die hier vorlie-

gende Arbeit sind jedoch vorwiegend diejenigen Facetten professionellen Wissens von Be-

deutung, die einen inhaltlichen Bezug aufweisen und folglich einen Einfluss auf die Gestal-

tung inhaltlich-mathematischer Lerngelegenheiten haben (vgl. Abbildung 1, dick umrandete 

Felder). 
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Abbildung 1: Überblick über Facetten des professionellen Wissens für das Unterrichten im Allgemeinen (dick umrandet: inhaltsbezogene Facetten; gestrichelt umrandet: teils inhaltsbezogene 
Facetten; in blau: Facetten des Fachwissens; in gelb: Facetten des fachdidaktischen Wissens; in grün: Facetten des curricularen Wissens; in orange: Facetten des diagnostischen Wissens).
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1.1.1 Professionelles Wissen in Modellen der Lehrerprofessionsforschung  

Den Modellen in Abbildung 1 liegen unterschiedliche theoretische Kontexte und Blickwinkel 

auf das Handeln von Lehrerinnen und Lehrern zugrunde. Um zentrale inhaltsbezogene bzw. 

fachspezifische Wissensaspekte über die Modelle hinweg besser einordnen und inhaltlich 

nachvollziehen zu können, ist es hilfreich, die Kernanliegen dieser Modelle zunächst zu skiz-

zieren und einzuordnen. 

Einige dieser theoretischen Auseinandersetzungen mit dem professionellen Wissen lassen 

sich als nicht fachspezifisch charakterisieren (wie bspw. Weinert, Schrader & Helmke (1990) 

oder Shulman (1986)). Diese allgemeinen, nicht fachspezifischen Auseinandersetzungen die-

nen als Ausgangspunkt, um zentrale, handlungsleitende Wissensfacetten von Lehrerinnen 

und Lehrern herauszuarbeiten und stellen Facetten des Wissens von Lehrerinnen und Lehrern 

dar, die in allen Fächern von Bedeutung sind. Weinert, Schrader und Helmke (1990) charak-

terisieren diesbezüglich zentrale kognitive Komponenten der Lehrerexpertise1. Mit dem Ziel, 

Wissenssysteme zu identifizieren, die eine Rolle im unterrichtlichen Handeln spielen, unter-

scheiden Weinert et al. (1990) klassenführungsbezogenes Wissen, unterrichtsmethodisches Wis-

sen, Sachwissen und diagnostisches Wissen als vier unterschiedliche zentrale kognitive Kom-

ponenten. Die Autoren verbleiben in ihrer Beschreibung dieser Komponenten (auch des Sach-

wissens) bewusst allgemein und nicht fachspezifisch und konstatieren, dass die Nutzung die-

ser vier Wissenssysteme zwar theoretisch trennbar ist, diese im unterrichtlichen Handeln je-

doch oft verknüpft sind (Weinert et al. 1990). Insbesondere die Einordnung des diagnostischen 

Wissens als zentrale Komponente der Lehrerexpertise sowie die enge Verknüpfung der Wis-

senssysteme sind für die hier vorliegende Arbeit von Bedeutung (vgl. Kapitel 2). Eine weitere 

allgemeine, nicht auf ein konkretes Fach bezogene Spezifizierung von Wissen, die im Kontext 

Lehrerprofessionswissen international viel Bekanntheit erlangt hat, ist die Beschreibung ver-

schiedener Kategorien des Wissens von Lehrerinnen und Lehrern nach Shulman (1986, 1987). 

Shulman (1986) unterscheidet zunächst pädagogisches Wissen (pedagogical knowledge) und 

inhaltliches Wissen (content knowledge). Letzteres unterteilt er in die drei Kategorien Fach-

wissen (subject matter content knowledge), fachdidaktisches Wissen (pedagogical content know-

ledge) und Wissen über das Fachcurriculum (curricular knowledge). Später erweitert Shulman 

 

1 Der Begriff der Lehrerexpertise wird in der hier vorliegenden Arbeit nicht weiter ausdifferenziert, da lediglich 
die verschiedenen Facetten und Aspekte von Lehrerprofession betrachtet werden. Spezifika der Lehrerexpertise-
forschung werden deshalb nicht detailliert betrachtet.  
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(1987) diese Kategorien um drei weitere: Knowledge of Learners and their Characteristics, 

Knowledge of Educational Contexts und Knowledge of Educational Ends, Purposes and Values, 

and their Philosophical and Historical Grounds. Im Zentrum des Interesses steht für Shulman 

das ‚how‘ der Wissensvermittlung (also das fachdidaktische Wissen), während für ihn das 

fachliche Wissen (also das ‚what‘) in den Hintergrund tritt.  

Bromme (1992, 2008) übernimmt einige der Wissenskategorien Shulmans in seiner Arbeit und 

entwickelt daraus seine „Topologie2 des professionellen Lehrerwissens“ (Bromme 1992, S. 96). 

Die Topologie Brommes ist im Vergleich zu den nicht fachspezifisch differenzierten Modellen 

von Weinert et al. (1990) sowie von Shulman (1986, 1987) fachspezifisch für das Fach Mathe-

matik konkretisiert. Den Begriff der Topologie wählte Bromme (1992) mit der Intention „die 

Grundelemente des professionellen Wissens und ihre Beziehung zu umreißen, die dann aber noch 

interindividuell sehr verschieden auftreten können“ (Bromme 1992, S. 96). Wie auch bei Shul-

man steht das Wissen und die Expertise der Lehrkräfte bei Bromme im Vordergrund. Seine 

Topologie umfasst fünf Wissensbereiche (vgl. Abbildung 1): (1) fachliches Wissen, (2) curri-

culares Wissen3, (3) Philosophie des Schulfaches, (4) pädagogisches Wissen und (5) fachspe-

zifisch pädagogisches Wissen.  

Inhaltlich an den Modellen von Bromme (1992, 1997) und Shulman (1986, 1987) angelehnt, 

sind einige empirische Untersuchungen des Wissens von Lehrerinnen und Lehrern entstan-

den. Auch die deutschsprachige Lehrerprofessionsforschung baut auf diesen theoretischen 

Beschreibungen auf. Darunter befinden sich für das Fach Mathematik u. a. die Studien 

TEDS-M (Blömeke, Kaiser & Lehmann 2010) und COACTIV (Kunter et al. 2011). Im Modell 

der COACTIV-Studie (Baumert & Kunter 2006) steht die Konzeptualisierung und Messung 

fachspezifischen Professionswissens von Mathematiklehrkräften der Sekundarstufe im Mit-

telpunkt. Mögliche Auswirkungen des fachspezifischen Professionswissens auf die Leistungs-

entwicklung von Schülerinnen und Schülern werden ebenso in den Blick genommen. Ange-

lehnt an den allgemeinen Kompetenzbegriff nach Weinert (2001) integrieren Baumert und 

Kunter (2006) allgemeine Kompetenzfacetten wie z. B. Überzeugungen, Motivation und Selbst-

 

2 Dieser Begriff wurde in Anlehnung an den mathematischen Begriff gewählt: Lehre von den Eigenschaften 
geometrischer Gebilde, die bei Verzerrung invariant bleiben. 
3 Bromme (1992) spricht von „schulmathematischem Wissen“, 1997 benennt Bromme diesen Wissensbereich mit 
„curriculares Wissen“; im Folgenden wird der Verständlichkeit halber nur noch von curricularem Wissen ge-
sprochen.  
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regulation in ihrem Modell. In der Ausdifferenzierung des (Professions-)Wissens in die Kom-

petenzfacetten (1) Fachwissen, (2) fachdidaktisches Wissen, (3) pädagogisch-psychologisches 

Wissen sowie (4) Organisationswissen und (5) Beratungswissen greifen die Autoren auf die 

Grundlagen des Aufbaus inhaltsbezogener Wissensfacetten der Modelle von Shulman (1986) 

und Bromme (1992; 1997) zurück.  

Auch die Michigan-Gruppe um Loewenberg Ball (u. a. Ball, Hill & Bass 2005; Hill, Schilling & 

Ball 2004) operationalisiert professionelles Wissen von Lehrkräften im Fach Mathematik. Je-

doch steht hier insbesondere das professionelle Fachwissen von Grundschullehrkräften im 

Fokus. Professionelles Fachwissen versteht die Gruppe um Loewenberg Ball als das mathe-

matische Verständnis unterrichtsrelevanter Inhalte, welches fachdidaktisch bei der Planung 

und Durchführung des Mathematikunterrichts Anwendung finden muss. Professionelles Wis-

sen der Lehrpersonen basiert für die Michigan-Gruppe mehr auf den Inhalten der Mathema-

tik, die im Grundschulcurriculum verankert sind, als auf universitärem Wissen (Thames & 

Loewenberg Ball 2010). Die in der COACTIV-Studie und von der Michigan-Gruppe vorge-

nommene Operationalisierung der einzelnen Wissensfacetten mit Bezug auf das Unterrichts-

fach Mathematik liefert einen Beitrag dazu, Wissen, über das Lehrerinnen und Lehrer verfü-

gen sollten, auszudifferenzieren und inhaltlich zu präzisieren (vgl. Abschnitte 1.1.2.1 

und 1.1.2.2). 

Modelle und theoretische Auseinandersetzungen, welche für Lehrerinnen und Lehrer rele-

vantes Wissen beschreiben, sind in ihren Grundanliegen durchaus heterogen und betten das 

Professionswissen von Lehrerinnen und Lehrern in unterschiedliche theoretische Rahmun-

gen. Auch, wenn keine einheitlichen Begrifflichkeiten einzelner inhaltsbezogener Facetten 

des professionellen Wissens vorliegen, so zeigt sich in der Zusammenschau in Abbildung 1, 

dass sich inhaltliche Überschneidungen bzw. Äquivalenzen feststellen lassen. Im Folgenden 

sollen oben beschriebene Facetten, die einen fachspezifischen Charakter haben, auf den Ma-

thematikunterricht bezogen betrachtet werden. 

1.1.2 Inhaltsbezogene Facetten des professionellen Wissens 

In diesem Abschnitt werden die Facetten der unterschiedlichen Modelle zusammengebracht, 

die einen fachspezifischen Charakter haben und sich inhaltlich ähneln (vgl. farbliche Markie-

rungen in Abbildung 1). Dabei erfolgt eine Zusammenstellung der Inhalte dieser Facetten über 

die unterschiedlichen Modelle hinweg sowie eine präzise inhaltliche Beschreibung dieser Fa-

cetten mit fachspezifischem Charakter. In den sich anschließenden Unterkapiteln werden 
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diese Beschreibungen der Facetten dann für den Mathematikunterricht bzw. explizit für das 

Unterrichten der Inhalte Symmetrie und Achsenspiegelung konkretisiert. 

Die bereits durch Shulman grundgelegten inhaltsbezogenen Kernfacetten professionellen 

Wissens Fachwissen und fachdidaktisches Wissen werden in fast allen Modellen aufgegriffen, 

teils umbenannt und ausdifferenziert4 – wie im Folgenden gezeigt werden soll. Des Weiteren 

haben auch das diagnostische und das curriculare Wissen eine besondere Rolle inne, da sie in 

den betrachteten Modellen bei unterschiedlichen Facetten immer wieder aufgegriffen werden. 

1.1.2.1 Fachwissen 

Shulman (1986) unterscheidet in seiner fachunabhängig formulierten Klassifikation der Wis-

sensdomänen zunächst zwischen pädagogischem Wissen und inhaltlichem Wissen (content 

knowledge). Um spezielles Fachwissen zu identifizieren, das für das Unterrichten notwendig 

ist, differenziert er das inhaltliche Wissen weiter aus: Unter Fachwissen (subject matter content 

knowledge) versteht Shulman (1986) dabei nicht nur begriffliches Wissen oder das Wissen 

zentraler Konzepte eines Faches, sondern auch das Verständnis der dahinterliegenden Struk-

turen des Inhaltsgebietes. Ziel ist nicht das alleinige Beherrschen des Inhalts, sondern auch 

das Verständnis einer Thematik und deren logischer Hintergründe, also warum etwas so ist. 

Während Shulman das Fachwissen (subject matter content knowledge), das curriculare Wissen 

und das fachdidaktische Wissen (pedagogical content knowledge) dem content knowledge un-

terordnet, stehen bei Bromme (1992, 1997) fachliches Wissen und curriculares Wissen auf einer 

Ebene mit beispielsweise pädagogischem Wissen (vgl. Abbildung 1, Spalte 3). Fachliches Wis-

sen ist nach Bromme (1992, 1997) Wissen über die Fachdisziplin Mathematik, welches im je-

weiligen Ausbildungsgang erworben wird.  

Das fachlich-mathematische Wissen wird von der COACTIV-Gruppe in vier Stufen unter-

schieden, welche vier „Grade der stofflichen Durchdringung“ (Baumert & Kunter 2011, S. 37) 

darstellen:  

(1) Mathematisches Alltagswissen von Erwachsenen, das auch nach Verlassen der Schule 

noch präsent ist, 

(2) Beherrschung des Schulstoffes auf einem zum Ende der Schulzeit unterrichteten Niveaus, 

(3) Profundes mathematisches Verständnis der in der Schule unterrichteten Sachverhalte, 

(4) Akademisches Forschungswissen. 

 

4 Die Benennung dieser Facetten entspricht sich nicht in allen Modellen. Inhaltlich sind jedoch deutliche Zusam-
menhänge und Gemeinsamkeiten ersichtlich.  
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Referenz für das fachliche Wissen von Mathematiklehrkräften ist für die Autorinnen und Au-

toren der COACTIV-Studie ein tiefes mathematisches Verständnis des Hintergrundes der in 

der Schule unterrichteten Sachverhalte (Stufe 3). Das fachliche Wissen schließt also die sou-

veräne Beherrschung des Schulstoffes (Stufe 2) mit ein.  

Die Modellierung der Komponenten des fachlichen Wissens der Gruppe um Loewenberg Ball 

(Ball et al. 2005; Hill et al. 2004; Loewenberg Ball et al. 2008) unterscheidet sich an einigen 

Stellen von der der COACTIV-Gruppe. Wie auch bei Shulman werden zunächst Fachwissen 

(subject matter knowledge) und fachdidaktisches Wissen (pedagogical content knowledge) un-

terschieden. Das Fachwissen präzisiert die Gruppe um Ball spezifisch für das Wissen von 

Grundschullehrkräften im Fach Mathematik weiter und unterscheidet für diese Zielgruppe 

drei Formen des mathematischen Wissens (Hill et al. 2004; Ball et al. 2005; siehe auch Loe-

wenberg Ball et al. 2008): 

(1) Common knowledge of content (CKC) 

(2) Specialised knowledge of content (SKC) 

(3) Horizon content knowledge (HCK) 

Dabei versteht die Gruppe um Loewenberg Ball unter common knowledge of content (CKC) 

mathematisches Alltagswissen, welches nicht ausschließlich im Unterricht verwendet wird 

und über welches auch andere Berufsgruppen und Personen verfügen (können) (Loewenberg 

Ball et al. 2008, S. 399). Das CKC ähnelt der Stufe 1 der Modellierung mathematischen Wissens 

der COACTIV-Studie. Im Gegensatz dazu ist das specialised knowledge of content (SKC) ma-

thematisches Spezialwissen, das sich aus speziellem professionellen Wissen und Berufserfah-

rung zusammensetzt und nur für das Lehren von Mathematik benötigt wird. Dieses Wissen 

beinhaltet u. a. das Erkennen von Mustern in Schülerfehlern, das Verändern von Aufgaben in 

ihrem Schwierigkeitsgrad, das Auswählen geeigneter Repräsentationen zu bestimmten Zwe-

cken oder auch das Verwenden mathematischer Sprache und einer entsprechenden Notation. 

Das SKC ist inhaltlich dem fachdidaktischen Wissen sowie auch dem diagnostischen Wissen 

ähnlich (vgl. Abschnitt 1.1.2.4). Das horizon content knowledge beschreibt das Bewusstsein der 

Lehrerinnen und Lehrer darüber, wie einzelne mathematische Themen in das Schulcurricu-

lum – auch über die aktuelle Jahrgangsstufe hinaus – eingegliedert sind. Das horizon content 

knowledge weist daher inhaltliche Parallelen mit dem curricularen Wissen (vgl. Abschnitt 

1.1.2.3) auf.  
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1.1.2.2 Fachdidaktisches Wissen 

Fachdidaktisches Wissen ist nach Shulman (1986, S.9) „Fachwissen für das Unterrichten“. 

Shulman ordnet das fachdidaktische Wissen (pedagogical content knowledge) dem content 

knowledge zu und versteht darunter:  

(a) Wissen um unterschiedliche Repräsentationsformen, die Schülerinnen und Schülern das 

Fach verständlich machen. 

(b) Wissen um Faktoren, die das Lernen spezifischer Inhaltsbereiche erschweren bzw. erleich-

tern. 

(c) Wissen über Strategien, die Lernende im Verständnisprozess unterstützen können. 

Dieser Wissensdomäne Shulmans inhaltlich ähnlich ist das SKC (vgl. bspw. Auswählen ge-

eigneter Repräsentationen), welches die Gruppe um Loewenberg Ball dem mathematischen 

Wissen zuordnet. Auch das fachspezifisch-pädagogische Wissen aus der Topologie des pro-

fessionellen Wissens von Bromme (1992; 1997) ähnelt dieser Wissensdomäne Shulmans in-

haltlich. Bromme versteht darunter Wissen, bei dem psychogisch-pädagogische Kenntnisse, 

Erfahrungen der Lehrkraft und curriculares Wissen als Zugang zur Vermittlung der fachli-

chen Inhalte zusammenspielen. Ein Unterschied zu Shulman (1986) findet sich bei Bromme in 

der klaren Trennung zwischen curricularem Wissen und fachspezifisch pädagogischem Wissen.  

Die Autorinnen und Autoren der COACTIV-Studie modellieren und operationalisieren fach-

didaktisches Wissen in drei Kategorien (Baumert & Kunter 2011, S. 37f.): 

(a) Wissen über das didaktische und diagnostische Potenzial, die kognitiven Anforderun-

gen und impliziten Wissensvoraussetzungen von Aufgaben, ihre didaktische Sequen-

zierung und die langfristige curriculare Anordnung von Stoffen,  

(b) Wissen über Schülervorstellungen (Fehlkonzeptionen, typische Fehler, Strategien) und 

Diagnostik von Schülerwissen und Verständnisprozessen 

(c) Wissen über multiple Repräsentations- und Erklärungsmöglichkeiten. 

In der Modellierung des fachdidaktischen Wissens der COACTIV-Studie zeigen sich Paralle-

len zur Modellierung fachdidaktischen Wissens anderer Modelle. Die unter (c) gefasste Kate-

gorie ist auch bei Shulman sowie im SKC der Michigan-Gruppe eingebettet. Weitere Paralle-

len zum SKC der Michigan-Gruppe sind auch bei (b) auszumachen, insbesondere im Erkennen 

von Mustern in den Fehlern der Schülerinnen und Schüler. Nach Baumert und Kunter (2011) 

ist fachdidaktisches Wissen (welches fachliches Wissen voraussetzt) vor allem durch den kla-

ren Bezug dieses Wissens zum Unterricht und zu den Schülern geprägt und daher vom rein 

fachlichen Wissen theoretisch abzugrenzen. Der klare Bezug des fachdidaktischen Wissens 



25 

 

zum Unterricht wird im Modell von Baumert und Kunter insbesondere dadurch deutlich, dass 

dem fachdidaktischen Wissen eine deutliche Orientierung an den Schülerinnen und Schülern 

und deren Wissen zugeschrieben wird (vgl. Baumert & Kunter 2011, S. 37f., (a) und (b)). Die 

fachdidaktische Facette weist dadurch auch klare diagnostische Bezüge auf. Diese diagnosti-

sche Komponente wird in dieser Arbeit gesondert unter dem Punkt diagnostisches Wissen 

aufgegriffen (vgl. Abschnitte 1.1.2.4 und 1.2.4). 

Auch die Modellierung des fachdidaktischen Wissens der Michigan-Gruppe um Loewenberg 

Ball unterscheidet sich von der der COACTIV-Gruppe. Fachdidaktisches Wissen modelliert 

die Michigan-Gruppe theoretisch in mehreren Komponenten: Knowledge of content and stu-

dents (KCS), knowledge of content and teaching (KCT) und knowledge of content and curriculum5 

(Loewenberg Ball et al. 2008). Knowledge of content and students ist Wissen, das mathemati-

sche Inhalte mit Schülervorstellungen verbindet. In Situationen, in denen dieses Wissen be-

nötigt wird, spielt insbesondere das In-Beziehung-Setzen von spezifischem, mathematischen 

Wissen mit dem mathematischen Denken der Lernenden eine Rolle (bspw. Fehlvorstellungen, 

typische Fehler, typische Schwierigkeiten oder Schülerstrategien). So wird das knowledge of 

content and students beispielsweise bei der Auswahl angemessener Aufgaben benötigt, die 

dem Lernstand der Schülerinnen und Schüler entsprechen (Loewenberg Ball et al. 2008). Be-

zugnehmend zur COACTIV-Studie, ist die dort unter (a) gefasste Kategorie fachdidaktischen 

Wissens im knowledge of content and students nach Loewenberg Ball et al. wiederzufinden. 

Knowledge of content and teaching umfasst die Kombination aus dem Wissen über mathema-

tische Inhalte und deren Vermittlung. Dieses Wissen kommt beispielsweise zum Tragen bei 

einer angemessenen Sequenzierung der Unterrichtsinhalte oder bei einer Passung der Aufga-

benwahl zu entsprechenden Zeitpunkten in der Unterrichtssequenz und auch der Auswahl 

angemessener Methoden – ähnlich wie auch die unter (c) beschriebene Kategorie der COAC-

TIV-Studie.  

1.1.2.3 Curriculares Wissen 

Eng verknüpft mit dem fachdidaktischen Wissen von Lehrkräften ist das curriculare Wissen. 

Bereits Shulman (1986) zählt das curricular knowledge neben dem subject matter content know-

ledge (Fachwissen) und dem pedagogical content knowledge (fachdidaktisches Wissen) zum con-

 

5 Diese Komponente wird in der hier vorliegenden Arbeit der Facette des curricularen Wissens zugeordnet und 
an entsprechender Stelle (vgl. Abschnitt 1.1.2.3) erneut aufgegriffen. 
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tent knowledge. Shulman (1986) beschreibt diese Wissensdomäne als das Wissen um vorhan-

dene Programme und damit verbunden auch um das Vorhandensein von „instruction mate-

rial“ (für jeden Inhaltsbereich) und dessen adäquaten Einsatz (Shulman 1986, S. 10). Ähnlich 

wie auch Shulman zählen Loewenberg Ball et al. (2008) das knowledge of content and curricu-

lum zu den Domänen mathematischen Wissens und verstehen darunter Wissen über die Ab-

folge des Unterrichtsstoffes bzw. der -inhalte sowie das Wissen um curriculare Vorgaben. Die 

Autorinnen und Autoren fassen dieses Wissen jedoch zum fachdidaktischen Wissen – wie 

auch die beiden Wissensbereiche KCS und KCT. Somit greift die Michigan-Gruppe zwar in-

haltlich auf Shulman zurück, ordnet diese Domäne jedoch dem fachdidaktischen Wissen zu – 

eine klare Zuordnung ist bei Shulman nicht zu finden, denn für ihn ist das curriculare Wissen 

eine eigene Domäne des professionellen Wissens (vgl. Shulman 1987).  

Eine weitere enge Verknüpfung des curricularen Wissens zeigt sich bei der Michigan-Gruppe 

mit der Facette des horizon content knowledge, welches die Gruppe dem fachlichen Wissen 

zuordnet (vgl. Abschnitt 1.1.2.1). Damit erfährt diese Facette inhaltlich eine andere Bedeutung, 

denn sie beschreibt nicht nur das Wissen um vorgegebene Lehrgänge, sondern rückt den Zu-

sammenhang schulmathematischer Inhalte einzelner Schulstufen in den Vordergrund. Hori-

zon content knowledge umfasst somit nicht nur das Wissen in einem Inhaltsbereich einer Jahr-

gangsstufe, sondern auch die Kenntnis davon, welches Wissen sich in späteren Jahrgangsstu-

fen daran anschließt. Dies ist insbesondere wichtig, um in frühen Jahren die Anschlussfähig-

keit des Wissens von Beginn an im Blick zu haben und mathematische Grundlagen zu legen, 

welche die Basis für späteres Mathematiklernen stellen (vgl. Unterkapitel 2.1). 

Unter curricularem Wissen versteht Bromme (1997) – anders als Shulman und ähnlich dem 

horizon content knowledge nach Loewenberg Ball et al. – Wissen, welches das Schulfach Ma-

thematik nicht nur als eine „Vereinfachung[] fachmathematischer Zusammenhänge“ 

(Bromme 1997, S. 196) darstellt, sondern als einen eigenen Wissensbereich. Dieser Wissens-

bereich zeichnet sich somit dadurch aus, dass auch pädagogische Zielvorstellungen über Bil-

dung in die zu vermittelnden Inhalte der wissenschaftlichen Fachdisziplin Mathematik ein-

fließen (vgl. Bromme 2008). Somit sieht Bromme hier eine klarere Trennung zwischen uni-

versitärem, in der Ausbildung erworbenem Wissen (fachliches Wissen, z. B. über die Mathe-

matik als Wissenschaftsdisziplin) und dem schulnahen Wissen6 als Shulman (1986).  

 

6 Bromme (1995) nimmt kritisch Stellung bezüglich Shulmans Aussagen, insbesondere zum pedagogical content 
knowledge. Der Autor äußert sich kritisch zur teils unklaren/ nicht ausreichend klaren Unterscheidung zwischen 
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1.1.2.4 Diagnostisches Wissen 

Neben den beiden zentralen inhaltsbezogenen Domänen professionellen Wissens von Lehr-

kräften (Fachwissen und fachdidaktisches Wissen) sowie dem curricularen Wissen, stellt auch 

das diagnostische Wissen eine zentrale Facette des professionellen Wissens von Lehrerinnen 

und Lehrern dar. Ähnlich dem curricularen Wissen, variiert auch die Verortung des diagnos-

tischen Wissens innerhalb der Modelle (vgl. Abbildung 1) stark. Nichtsdestotrotz ist das diag-

nostische Wissen in vielen Modellen enthalten und von hohem Stellenwert in der Tätigkeit 

von Lehrerinnen und Lehrern (Weinert et al. 1990; Weinert 2001; Baumert & Kunter 2006; 

vgl. auch DMV, GDM & MNU 2008).  

Im Konzept der Unterrichtsexpertise nach Weinert et al. (1990) (siehe auch Weinert 2001) 

erfährt das diagnostische Wissen durch die Anordnung auf einer Ebene mit anderen Domänen 

der Unterrichtsexpertise (u. a. Sachwissen) eine zentrale Rolle. Die Autoren beschreiben, dass 

es sich hierbei um Wissen handelt, welches die Lehrkraft über ihre Schülerinnen und Schüler 

hat. Es handelt sich zum einen um allgemeines Wissen über eine bestimmte Altersklasse und 

damit verbunden, deren Leistungsfähigkeiten und Schwierigkeiten. Zum anderen wird auch 

Wissen über Besonderheiten und Stärken sowie Schwächen einzelner Schülerinnen und Schü-

ler sowie Klassen darunter verstanden (Schrader et al. 1990, S. 191). Schrader et al. (1990) 

fassen das diagnostische Wissen also sehr weit, wodurch sich eine Verknüpfung mit nicht 

fachspezifischem pädagogisch-psychologischen Wissen zeigt. In anderen Modellen tritt das 

diagnostische Wissen nicht als eigenständiger Wissensbereich wie bei Weinert et al. (1990), 

sondern implizit als wissensfacetten-übergreifendes Konstrukt auf.  

Shulman (1986; 1987) arbeitet neben seiner Klassifikation der Wissensdomänen kognitive 

Grundlagen unterrichtlichen Handelns (aspects of pedagogical reasoning and action) heraus. 

Diese Grundlagen, die das Handeln von Lehrkräften leiten und immer wieder in der gleichen 

Abfolge im Unterricht wiederkehren, umfassen u. a. auch die Evaluation unterrichtlichen 

Agierens (vgl. Tabelle 1). Shulman (1987) betont, dass die beschriebenen Prozesse der Evalu-

ation fachdidaktisches Wissen der konkreten Inhaltsbereiche voraussetzen: Lehrerinnen und 

Lehrer müssen Wissen über Lernprozesse haben, um die Evaluation durchführen zu können 

 

verschiedenen Aspekten, wie bspw. der Trennung „fachdidaktische[r] und allgemeindidaktische[r] Konzepte[] 
einerseits und deren subjektiven Repräsentationen andererseits“. Diese Unterscheidung sei bei Shulman ebenso 
wenig auffindbar wie zum Beispiel jene zwischen der Mathematik als wissenschaftlicher Disziplin, als Schulfach 
sowie als Fachdidaktik (Bromme 1995, S. 107). 
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(Shulman 1987, S.19). Prozesse der Evaluation sind also Situationen, die diagnostisches Wissen 

erfordern. 

Tabelle 1: Evaluation im "Model of Pedagogical Reasoning and Action" aus Shulman (1987, S. 15) 

Evaluation 

(a) Checking for student understanding during interactive teaching 

(b) Testing student understanding at the end of lessons or units 

(c) Evaluating one’s own performance, and adjusting for experiences7 

Ähnlich messen auch Baumert und Kunter (2006) diagnostischem Wissen von Lehrerinnen 

und Lehrern eine große Bedeutung zu. Unter dem Begriff der diagnostischen Kompetenz ord-

nen sie das diagnostische Wissen jedoch in das Gesamtgefüge des pädagogischen Wissens 

und Könnens von Lehrkräften ein. Baumert und Kunter (2006) betonen dabei den engen Zu-

sammenhang von Diagnoseverhalten mit der Unterrichtsgestaltung: Das Diagnoseverhalten 

hat eine  

„große Bedeutung für eine kognitiv herausfordernde, gleichwohl aber das Vorwissen der 
Schülerinnen und Schüler berücksichtigende und konstruktiv-unterstützend wirkende Un-
terrichtsgestaltung [...], nämlich die Bereitschaft und Fähigkeit, das Verständnis von Schü-
lerinnen und Schülern gezielt im Lernprozess selbst und nicht erst in Klassenarbeiten oder 
Tests zu überprüfen.“ (Baumert & Kunter 2006, S. 489).  

Um diagnostische Leistungen in diesem Sinne als Lehrkraft erbringen zu können, spielt nicht 

nur Wissen, sondern auch die Beobachtung der einzelnen Schülerinnen und Schüler sowie 

die sich daran anschließende pädagogisch-didaktische Handlung eine Rolle (vgl. auch Gastei-

ger & Benz 2016).  

Das diagnostische Wissen von Lehrerinnen und Lehrern steht also immer auch in einem sehr 

engen Zusammenhang mit deren fachdidaktischem und pädagogisch-psychologischem Wis-

sen, da es sowohl bei der Beobachtung der Schülerinnen und Schüler als auch bei pädago-

gisch-didaktischem Handeln benötigt wird (vgl. Abschnitt 1.2.4). Die starke Anbindung des 

diagnostischen Wissens an die Facette des fachdidaktischen Wissens wird im Modell der 

COACTIV-Studie explizit: Die Diagnostik von Schülerwissen und Verständnisprozessen wird 

mit zu der Facette Wissen über das mathematische Denken von Schülerinnen und Schülern unter 

 

7 Gemeint ist hier, dass die Lehrkraft ihre eigene Leistung/ ihren Unterricht reflektiert und dann auf Basis dieser 
Erfahrungen anpasst.  
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fachdidaktischem Wissen gefasst (Baumert & Kunter 2011, siehe Abbildung 1). Shulman 

(1987) hingegen ergänzt content knowledge mit einer eigenen Facette des knowledge of learners 

and their characteristics, wodurch an dieser Stelle die Bedeutung unterrichtsbezogener Diag-

noseleistungen für eine angemessene Unterrichtsgestaltung deutlich wird. Darüber hinaus 

zeigt sich, dass sich Diagnoseleistungen vor allem in einer Anpassung des Unterrichts an die 

fachspezifischen Lernvoraussetzungen der Schülerinnen und Schüler ausdrücken. Eine ange-

messene Anpassung des Unterrichts an die Lernvoraussetzungen der Schülerinnen und Schü-

ler sowie die Überwachung des Lernfortschritts und der Abklärung der Lernvoraussetzungen 

sind grundlegend für den Lern- und Unterrichtserfolg (Schrader 2013). Diese Anpassungspro-

zesse stellen somit eine hohe Anforderung an das fachdidaktische Wissen der Lehrkräfte dar, 

da sie z. B. bei der Auswahl von Aufgaben oder beim Geben von Arbeitsaufträgen eine beson-

dere Rolle spielen (Baumert & Kunter 2006) (vgl. Kapitel 2.4).  

Abschließend lässt sich konstatieren, dass das diagnostische Wissen in einem engen Zusam-

menhang mit weiteren Facetten des professionellen Wissens von Lehrkräften steht und so-

wohl allgemein-pädagogisch als auch fachspezifisch von Bedeutung für die Unterrichtsgestal-

tung ist (vgl. auch Bromme 1997, S. 200). Somit lässt sich festhalten, dass das Ziel diagnosti-

scher Leistungen im schulischen Kontext darin besteht, „Informationen über Lernergebnisse, 

Lernvoraussetzungen und Lernvorgänge von Schülerinnen und Schülern zu gewinnen, die 

für verschiedene pädagogische Entscheidungen […] genutzt werden können“ (Schrader 2013, 

S. 154).  

 

Die von Shulman (1986) herausgearbeiteten Wissenskomponenten des professionellen Wis-

sens von Lehrerinnen und Lehrern allgemeines pädagogisches Wissen, Fachwissen und fachdi-

daktisches Wissen werden in verschiedenen Modellen und theoretischen Auseinandersetzun-

gen aufgegriffen (siehe u. a. Bromme 1992; Weinert et al. 1990; Weinert 2001; Baumert & 

Kunter 2006, 2011; Blömeke et al. 2010; siehe Abbildung 1). Aus all diesen Modellen und the-

oretischen Auseinandersetzungen geht hervor, dass die Wissensdimensionen fachdidaktisches 

Wissen und Fachwissen eine zentrale Stellung für das erfolgreiche Unterrichten fachspezifi-

scher mathematischer Inhalte innerhalb des Wissenskanons von Lehrkräften innehaben. Zu-

dem wird dem diagnostischen Wissen als Teil des professionellen Wissens von Lehrkräften 

eine große Bedeutung zugemessen (Weinert et al. 1990; Bromme 1997; Baumert & Kunter 

2006). Eine weitere Facette, die in den Arbeiten zum fachspezifischen Lehrerprofessionswis-
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sen immer wieder auftaucht, ist das curriculare Wissen (Shulman 1986; Bromme 1997; Loe-

wenberg Ball et al. 2008). Sowohl das diagnostische Wissen als auch das curriculare Wissen 

sind nicht unbedingt immer rein fachspezifisch zu verstehen. Geht es jedoch darum, Wissen 

in einem fachspezifischen Kontext zu vermitteln, so scheint es notwendig, diese allgemeinen 

Aspekte fachspezifisch zu interpretieren und anzuwenden.  

1.2 Begriffsklärung und Positionierung für die vorliegende Arbeit 

Die in Unterkapitel 1.1 beschriebenen inhaltsspezifischen Facetten des Wissens von Lehrerin-

nen und Lehrern sind nicht immer klar voneinander zu trennen und inhaltlich in den ver-

schiedenen Kompetenzmodellen unterschiedlich verortet. Aus diesem Grund wird im Folgen-

den dargelegt, wie die Facetten fachliches Wissen, fachdidaktisches Wissen, curriculares Wissen 

und diagnostisches Wissen für diese Arbeit verstanden werden.  

1.2.1 Curriculares Wissen 

Diese Wissensfacette findet insbesondere in der feingliedrigen Modellierung des mathema-

tikdidaktischen Wissens der Michigan-Gruppe Erwähnung. Orientiert an den beiden Wis-

sensfacetten horizon content knowledge und knowledge of content and curriculum nach Ball et 

al. (vgl. u. a. Ball et al. 2005; Hill et al. 2004) stehen zwei inhaltliche Schwerpunkte des curri-

cularen Wissens für diese Arbeit im Vordergrund: Unter curricularem Wissen wird zum einen 

das Wissen über mathematische Inhalte des Schulcurriculums und deren entsprechende Ein-

gliederung in das Schulcurriculum verstanden und zum anderen das Wissen um den Aufbau 

jedes einzelnen Inhaltsbereiches. Dieses Wissen wird speziell im Hinblick auf die Anschluss-

fähigkeit für den Inhaltsbereich Symmetrie und Achsenspiegelung des in den jeweiligen Jahr-

gangsstufen unterrichteten Stoffes benötigt. Gleichzeitig gibt dieses Wissen vor, welche in-

haltlichen Ziele zu bestimmten Zeitpunkten erreicht werden sollen.  

1.2.2 Fachwissen 

Das Fachwissen stellt neben dem fachdidaktischen Wissen eine der Kernkomponenten des 

professionellen Wissens von Lehrerinnen und Lehrern dar (Baumert & Kunter 2006). Um Wis-

sen für den Inhaltsbereich Symmetrie und Achsenspiegelung in der Grundschule herausar-

beiten zu können, wird unter Fachwissen für diese Arbeit orientiert an der COACTIV-Studie 

das profunde mathematische Verständnis der in der Schule unterrichteten Sachverhalte (Bau-

mert & Kunter 2011) und die Beherrschung des Schulstoffes auf einem zum Ende der Schulzeit 
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unterrichteten Niveau (Baumert & Kunter 2011) verstanden. Dabei wird davon ausgegangen, 

dass auch mathematisches Alltagswissen, wie es in den Modellen der Michigan-Gruppe und 

der COACTIV-Studie beschrieben wird, mitbeinhaltet ist, da allgemein-grundlegendes ma-

thematisches Wissen als Grundlage des Wissens um den Schulstoff bei Lehrerinnen und Leh-

rern gesehen werden kann.  

1.2.3 Fachdidaktisches Wissen 

Neben dem Fachwissen stellt das fachdidaktische Wissen die zweite Kernkomponente des 

professionellen Wissens von Lehrerinnen und Lehrern dar (Baumert & Kunter 2006). Um auch 

dieses Wissen für den Inhaltsbereich Symmetrie und Achsenspiegelung spezifizieren zu kön-

nen, orientiert sich die hier vorliegende Arbeit an der Michigan-Gruppe und der COACTIV-

Gruppe. Folgende Punkte werden daher als zentral für die vorliegende Arbeit gesehen: Die 

Sequenzierung der Unterrichtsinhalte sowie eine adäquate Aufgabenauswahl (vgl. Loewen-

berg Ball et al. 2008, KCT), das Wissen um Aufgaben und deren Schwierigkeiten (vgl. Baumert 

& Kunter 2011; Loewenberg Ball et al. 2008, KCT), das Wissen um Fehlvorstellungen8 und 

typische Fehler der Schülerinnen und Schüler (vgl. Loewenberg Ball et. al 2008, KCS) und das 

Wissen um Strategien (vgl. Baumert & Kunter 2011; Loewenberg Ball et al. 2008, KSC). 

1.2.4 Diagnostisches Wissen 

Verschiedene Modelle betonen die Bedeutung des diagnostischen Wissens für das unterricht-

liche Handeln von Lehrerinnen und Lehrern9. Die obigen Ausführungen zeigen, dass das di-

agnostische Wissen sowohl einen allgemeinen fachübergreifenden Bezug aufweist, gleichzei-

tig jedoch auch inhaltlich angebunden ist. Im Rahmen dieser Arbeit wird diagnostisches Wis-

sen v.a. als Wissen gesehen, welches Lehrerinnen und Lehrer als Grundlage für angemessene 

Diagnoseleistungen im Sinne einer handlungsleitenden Diagnostik (vgl. Wollring 2006) be-

nötigen. Wollring (2006, S.65) versteht darunter eine „Diagnostik, an deren Durchführung […] 

 

8 Das Wissen um Fehlvorstellungen steht in engem Zusammenhang mit diagnostischen Leistungen von Lehre-
rinnen und Lehrern. Jedoch wird das Wissen um Fehlvorstellungen an dieser Stelle unter fachdidaktischem Wis-
sen gefasst, da es zunächst auch um die mathematische und mathematikdidaktische Anbindung und das Ver-
ständnis dieser Fehlvorstellungen geht, bevor diese zu diagnostischen Zwecken genutzt werden können. 
9 In der hier vorliegenden Arbeit wird insbesondere auf die pädagogisch-didaktische Bedeutung des diagnosti-
schen Wissens Wert gelegt und weniger auf empirisch basierte Diagnostik im Sinne psychometrischer Testver-
fahren. 
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Lehrerinnen und Lehrer unmittelbar beteiligt sind und aus der sie Unterstützung für ihren 

eigenen Unterricht gewinnen können“. 

Diagnostische Leistungen von Lehrerinnen und Lehrern im Unterricht umfassen sowohl in-

formelle Diagnosen als auch explizite Formen der formellen Diagnostik (Schrader 2013). In-

formelle oder auch implizite Diagnosen (vgl. Helmke 2017) finden fortlaufend im Unterricht 

zur Einschätzung der im Wandel befindlichen Lernvoraussetzungen der Schülerinnen und 

Schüler statt. Explizite oder formelle Formen diagnostischer Leistungen dienen der Informa-

tionsgewinnung auf Basis wissenschaftlich fundierter Methoden, wie bspw. durch (standar-

disierte) Tests. Um als Lehrperson lern- und unterrichtsbezogene diagnostische Entscheidun-

gen treffen zu können, gilt es, Wissen aus verschiedenen Wissensfacetten – fachspezifische, 

inhaltsbezogene und fachübergreifende, pädagogisch-psychologische – zusammenzuführen 

und mit Blick auf erwünschte Soll-Zustände (z. B. bestimmte fachinhaltliche Lernziele) (vgl. 

Definition des Ziels diagnostischer Leistungen nach Schrader (2013, S. 154); Abbildung 2, 

grauer Kasten) zu interpretieren. Abbildung 2 veranschaulicht das Zusammenspiel verschie-

dener Facetten professionellen Wissens mit dem Ziel, angemessene diagnostische Leistungen 

zu erbringen.  

 

Abbildung 2: Zusammenspiel der Facetten professioneller Kompetenz mit dem Ziel diagnostischer Leistungen; 
die Kennzeichnung mit dem * stellt eine durch die Autorin vorgenommene Veränderung der ursprünglichen 
Definition nach Schrader (2013) dar. 

Ziel diagnostischer Leistungen (nach Schrader 2013) 

Ist-Zustand  

 
Soll- 

Zustand Informationen zu … 

Lernvoraus-
setzungen 

Lern- 
vorgängen 

Lern- 
ergebnissen 

Pädagogisch-
psychologisches 

Wissen 

Fachdidakti-
sches Wissen 

Curriculares 
Wissen 

Pädagogische 
*fachdidaktische 
Entscheidungen 

Fachliches 
Wissen 



33 

 

Fachspezifische und fachübergreifende Bezüge des diagnostischen Wissens ermöglichen es, 

Informationen über die Schülerinnen und Schüler zu gewinnen (vgl. Abschnitt 1.1.2.4) (Ist-

Zustand) und diese für eine aus diagnostischer Sicht sinnvolle Unterrichtsgestaltung zu nut-

zen, um ein bestimmtes Unterrichtsziel zu erreichen (Soll-Zustand) (vgl. Abbildung 2). Dieser 

Soll-Zustand orientiert sich an curricularen Vorgaben (vgl. Abschnitt 1.2.1 und Unterkapitel 

2.1). Dazu wird diagnostisches Wissen in dieser Arbeit stark verknüpft mit den Wissensfacet-

ten Fachwissen, fachdidaktisches Wissen und curriculares Wissen betrachtet (vgl. Abschnitt 

1.1.2.4). 

Fachspezifische Bezüge des diagnostischen Wissens zeigen sich im Heranziehen fachdidakti-

schen Wissens, fachlichen Wissens und curricularen Wissens im Kontext diagnostischer Leis-

tungen. Das fachdidaktische Wissen kann dabei als zentraler fachspezifischer Bezug hand-

lungsleitender Diagnostik gesehen werden, da es sowohl bei der fachlichen Beurteilung der 

Lernvoraussetzungen, der Lernvorgänge und der Lernergebnisse der Schülerinnen und Schü-

ler als wichtige Wissensquelle für Lehrerinnen und Lehrer dient sowie das Treffen pädagogi-

scher Entscheidungen entscheidend beeinflusst (vgl. Abbildung 2). Schrader (2013) spricht an 

dieser Stelle nur von pädagogischen Entscheidungen, die im Unterrichtskontext getroffen 

werden. In einem fachspezifischen Kontext müssen diese Entscheidungen jedoch auch fach-

didaktisch und diagnostisch sinnvoll sein, weshalb dies in der Grafik ergänzt wurde (vgl. Ab-

bildung 2, Kennzeichnung mit *). Das fachliche Wissen sowie das curriculare Wissen von Leh-

rerinnen und Lehrern spielen im Rahmen handlungsleitender Diagnostik primär bei pädago-

gisch *fachdidaktischen Entscheidungen eine Rolle. Insbesondere, da erst beim Treffen diag-

nostischer Entscheidungen basierend auf fachlichem Wissen die Anschlussfähigkeit des ver-

mittelten Stoffes an Bedeutung gewinnt. Curriculares Wissen bildet die Grundlage für die 

Einordnung der Distanz zwischen dem fachlichen Lernstand der Schülerinnen und Schüler 

und dem zu erreichenden fachlichen Lernziel (vgl. Abbildung 2).  
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2 Zentrale Wissensfacetten mit dem Fokus auf das Unterrichten von 

Symmetrie und Achsenspiegelung 

Die bereits in Kapitel 1 und insbesondere in Unterkapitel 1.2 für die vorliegende Arbeit prä-

zisierten relevanten inhaltsbezogenen Wissensfacetten werden in diesem Kapitel als Aus-

gangspunkt genommen, fachspezifisch konkretisiert und für die Inhaltsbereiche Symmetrie 

und Achsenspiegelung detailliert beschrieben. Diese Konkretisierung dient dem Ziel der hier 

vorliegenden Arbeit, herauszuarbeiten, über welches Wissen Grundschullehrerinnen und -

lehrer verfügen sollten, um im Inhaltsbereich Symmetrie und Achsenspiegelung erfolgreiche 

und anschlussfähige Lernprozesse anzuleiten.  

2.1 Curriculares Wissen mit dem Fokus auf das Unterrichten von Symmetrie und 

Achsenspiegelung 

Das Wissen um die mathematischen Inhalte des Schulcurriculums und um den unterrichtli-

chen Aufbau des Inhaltsbereiches stehen in einem engen Zusammenhang: Grundschullehre-

rinnen und -lehrer sollten zum einen die geometrischen Inhalte des Schulcurriculums der 

Grundschule kennen und dieses Wissen mit dem Wissen über geometrische Inhalte vorheri-

ger und nachfolgender Schulstufen verknüpfen. Aus diesem Grund wird im Folgenden zum 

einen auf die curricularen Inhalte der Grundschule eingegangen. Zum anderen werden damit 

verbunden – chronologisch dem Schulverlauf folgend – vorherige (hier: Elementarbereich) 

und nachfolgende (hier: Sekundarstufe I) Anforderungen im Umgang mit Symmetrie und 

Achsenspiegelung geschildert, welche wichtiges Wissen für Lehrerinnen und Lehrer in der 

Grundschule darstellen. 

2.1.1 Geometrische Inhalte in der elementaren mathematischen Bildung 

Für Kindertagesstätten in Deutschland gibt es bisher keine einheitlichen Vorgaben über ein 

mathematisches Curriculum (Hasemann & Gasteiger 2020). Handreichungen einzelner Län-

der (vgl. bspw. Orientierungsplan für Bildung und Erziehung in Niedersachsen (Niedersäch-

sisches Kultusministerium 2018)) stellen überwiegend sprachliche Kompetenzen für die Ar-

beit in den Kindertagesstätten in den Vordergrund. Wenig präzise verbleibt die Kultusminis-

terkonferenz (KMK 2004a) zu mathematischen Inhalten: Mathematische Vorläuferkenntnisse 

und -fähigkeiten sollen durch den „entwicklungsgemäßen Umgang mit Zahlen, Mengen und 

geometrischen Formen“ erworben werden (KMK 2004a). Spricht man dementsprechend von 
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Vorerfahrungen der Kinder im mathematischen Bereich der Geometrie zu Schuleintritt, so 

muss ein Bewusstsein bei Lehrerinnen und Lehrern dafür herrschen, dass Kinder mit sehr 

unterschiedlichen Vorkenntnissen zu Symmetrie und Achsenspiegelung in die Schule kom-

men, da dieser Inhalt nicht systematisch in den Kindertagesstätten aufgegriffen wird. 

2.1.2 Kompetenzerwartungen an allgemeinbildenden Schulen 

Für die allgemeinbildenden Schulen werden fachspezifische mathematische Inhalte in 

Deutschland zum einen durch die bundesweit gültigen Bildungsstandards (KMK 2004b; KMK 

2005) für den jeweiligen Schulabschluss formuliert. Zum anderen legen länderspezifische 

Curricula bzw. Lehrpläne (bspw. Niedersächsisches Kultusministerium 201710) Kompetenzen 

fest, die zu gewissen Zeitpunkten im Schulverlauf erreicht werden sollen. Die im Rahmen 

dieser Outputorientierung festgelegten Kompetenzen im geometrischen Inhaltsbereich der 

Symmetrie und Achsenspiegelung sind in der Leitidee Raum und Form verortet (KMK 2004b; 

KMK 2005; vgl. u. a. Niedersächsisches Kultusministerium 2017).  

2.1.2.1 Kompetenzerwartungen zu Symmetrie und Achsenspiegelung am Ende der Jahrgangs-

stufe 2 

Ausgehend von den Vorerfahrungen der Schülerinnen und Schüler findet die Erarbeitung ge-

ometrischer Begriffe in den ersten Jahrgängen der Grundschule stark handlungsgebunden 

statt (vgl. Abschnitt 2.3.1). Dies findet sich auch in den Kompetenzformulierungen für die 

Jahrgangsstufe 2 wieder: Die Schülerinnen und Schüler erkennen und beschreiben achsen-

symmetrische Figuren in ihrer Umwelt. Ebenso untersuchen sie Figuren auf Achsensymmet-

rie und erzeugen einfache achsensymmetrische Figuren (z. B. durch Spannen am Geobrett, 

Falten oder Klecksen) (u. a. Niedersächsisches Kultusministerium 2017). 

2.1.2.2 Kompetenzerwartungen zu Symmetrie und Achsenspiegelung am Ende der Jahrgangs-

stufe 4 

Kompetenzformulierungen für die Jahrgangsstufe 4 bauen auf den Kompetenzerwartungen 

der Jahrgangsstufe 2 auf. Die Kompetenzerwartungen der Jahrgangsstufe 4 beziehen sich nun 

mehr auf die Eigenschaften von symmetrischen Figuren und von Achsenspiegelungen: Die 

Schülerinnen und Schüler untersuchen Figuren auf Achsensymmetrie, beschreiben Merkmale 

 

10 Da diese Dissertation an der Universität Osnabrück in Niedersachsen entstanden ist und die Erhebungen 
überwiegend in Niedersachsen stattgefunden haben, wird das Niedersächsische Schulcurriculum exemplarisch 
herangezogen, um Kompetenzanforderungen an die Schülerinnen und Schüler zu beschreiben. 
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achsensymmetrischer Figuren und bestimmen die Anzahl von Symmetrieachsen. Ebenso stel-

len sie achsensymmetrische Figuren her, zeichnen Symmetrieachsen ein und überprüfen diese 

(bspw. KMK 2005). Grundlegende Kompetenzen bezüglich der Achsenspiegelung am Ende der 

Jahrgangsstufe 4 sind das Beschreiben der Eigenschaften der Achsenspiegelung, der Bezie-

hung zwischen einer Figur und deren Spiegelbild sowie das Erzeugen von Figuren und deren 

Spiegelbildern (z. B. durch Zeichnen oder mithilfe eines Spiegels). Dabei beschreiben die Schü-

lerinnen und Schüler ihre Vorgehensweise (bspw. Niedersächsisches Kultusministerium 2017; 

KMK 2005).  

2.1.2.3 Kompetenzerwartungen zu Symmetrie und Achsenspiegelung in der Sekundarstufe I 

Für Grundschullehrkräfte ist ergänzend das Wissen um geometrische Inhalte von Bedeutung, 

die sich an die Grundschule anschließen, um notwendige Grundlagen für die Sekundarstufe 

bereits in der Grundschule anzubahnen und somit einen Blick für die Kontinuität der Inhalte 

zu sichern (Franke & Reinhold 2016). In den ersten Klassen der Sekundarstufe11 werden 

Kenntnisse aus der Grundschule wieder aufgegriffen und insbesondere die Eigenschaften von 

Achsenspiegelungen weiter thematisiert sowie die Achsenspiegelung in den Gesamtkontext 

der Kongruenzabbildungen gestellt. Die Schülerinnen und Schüler identifizieren die Achsen-

spiegelung als Kongruenzabbildung und beschreiben sowie begründen Eigenschaften der 

Achsenspiegelung (Niedersächsisches Kultusministerium 2020). Neben der Achsenspiegelung 

lernen die Schülerinnen und Schüler weitere Kongruenzabbildungen (z. B. Punktspiegelung, 

Parallelverschiebung und Drehung) kennen und beschreiben deren Eigenschaften. Gleicher-

maßen erkennen, beschreiben und begründen sie die Eigenschaften ebener Figuren (Dreh-

symmetrie, Punktsymmetrie, Kongruenz, …) und die Beziehungen dieser Eigenschaften zuei-

nander (vgl. u. a. Niedersächsisches Kultusministerium 2020). Die Schülerinnen und Schüler 

nutzen die Eigenschaften der Kongruenzabbildungen (wie Achsensymmetrie, Drehsymmet-

rie, Punktsymmetrie, Kongruenz, …), um geometrische Problemstellungen zu lösen. Das im 

Laufe der Sekundarstufe erworbene Wissen der Schülerinnen und Schüler zu Eigenschaften 

von Figuren und Eigenschaften von Kongruenzabbildungen findet auch im Zeichnen und 

Konstruieren geometrischer Figuren unter Verwendung angemessener Hilfsmittel wie Zirkel, 

Lineal, Geodreieck oder dynamischer Geometriesoftware Anwendung (u. a. KMK 2004b).  

 

11 Exemplarisch wird in diesem Abschnitt Bezug auf die Realschule genommen, wenn von der Sekundarstufe 
gesprochen wird, da davon ausgegangen werden kann, dass es sich hier um mittlere Anforderungen im Inhalts-
bereich Symmetrie und Achsenspiegelung handelt. 
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Das Wissen um curriculare Vorgaben ist für Grundschullehrkräfte sicherlich handlungslei-

tend, um Grobziele im Unterricht zu setzen und um ein Bewusstsein für die Anschlussfähig-

keit des Wissens insbesondere in Blickrichtung Sekundarstufe zu erwerben. Für die konkrete 

Unterrichtsgestaltung und unterrichtliches Handeln im Inhaltsbereich Symmetrie und Ach-

senspiegelung in der Grundschule sind curriculare Vorgaben jedoch nicht ausreichend. Mit 

den in den curricularen Inhalten sichtbar werdenden, steigenden Anforderungen bezüglich 

der Symmetrie und Achsenspiegelung über die Schulstufen hinweg wird auch die Bedeutung 

des fachlich-geometrischen Wissens und des geometriedidaktischen Wissens deutlich, über 

das Lehrerinnen und Lehrer verfügen sollten. 

2.2 Fachwissen mit dem Fokus auf das Unterrichten von Symmetrie und Achsen-

spiegelung 

Fachliches Wissen der Lehrkräfte ist bereits für das Unterrichten in den ersten Klassen der 

Grundschule essentiell. In den Jahrgangsstufen 1 und 2 erfolgt der Zugang handlungsorien-

tiert über das Klappen und Falten. Eine klare Verwendung der Begrifflichkeiten „symmet-

risch“ und „deckungsgleich“ ist auch hier schon grundlegend, um anschlussfähiges Wissen 

aufzubauen. Insbesondere eine korrekte sprachliche Verwendung der Begrifflichkeiten auf 

Seiten der Lehrerinnen und Lehrer, welche die Symmetrie (hier Achsensymmetrie) als Eigen-

schaft von Figuren und die Achsenspiegelung als Kongruenzabbildung voneinander abgrenzt, 

ist notwendig, um Fehlvorstellungen zu vermeiden. Die korrekte Verwendung fachlicher Be-

griffe (vgl. Kapitel 2) setzt ein mindestens profundes mathematisches Verständnis der zu un-

terrichtenden Sachverhalte voraus, ebenso wie die Beherrschung des Schulstoffes auf einem 

zum Ende der Schulzeit unterrichteten Niveau (vgl. Baumert & Kunter 2011). Wissen, über 

das Grundschullehrerinnen und -lehrer verfügen sollten, beinhaltet somit zum einen ein Ver-

ständnis der Begrifflichkeiten, Definitionen und der Zusammenhänge zwischen den Begriffen 

Symmetrie und Achsenspiegelung. Zum anderen ist das Wissen um die Einbettung der Sym-

metrie und Achsenspiegelung in den Gesamtkontext der Kongruenzabbildungen Teil des pro-

fessionellen Wissens, welches Lehrerinnen und Lehrer benötigen, um die Anschlussfähigkeit 

des in der Grundschule erworbenen Wissens an die in der Sekundarstufe unterrichteten In-

halte zu gewährleisten (vgl. auch horizon content knowledge, Abschnitt 1.1.2.3).  
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2.2.1 Begriffsdefinition Symmetrie 

Nach Weyl (1980) liegen dem Symmetriebegriff in der Umgangssprache zwei Bedeutungen 

zugrunde. Zum einen kann darunter etwas Wohlproportioniertes, Ausgeglichenes oder die 

Bezeichnung für die Konkordanz mehrerer Teile, durch welche diese sich zu einem Ganzen 

zusammenschließen, verstanden werden (Weyl 1980, S.11). Zum anderen kann Symmetrie im 

mathematischen Sinn definiert werden. Eine erste unterrichtliche Annährung an den Sym-

metriebegriff kann über die Wohlproportioniertheit nach Weyl (1980) erfolgen. Schülerinnen 

und Schüler haben bereits zu Schuleintritt vielfältige – wenn auch unbewusste – Erfahrungen 

mit der Achsensymmetrie in ihrer Umwelt gesammelt (bspw. die Symmetrie von Formen oder 

Mustern) (vgl. Abschnitt 2.1.1). Bei der Thematisierung der Achsensymmetrie im Unterricht 

kann auf diese intuitiven Erfahrungen zurückgegriffen werden und es ist möglich daran an-

zuknüpfen, um den mathematischen Begriff anzubahnen (vgl. Abschnitt 2.3.1). Im mathema-

tischen Sinn wird Symmetrie wie folgt definiert:  

„Eine Figur F heißt symmetrisch, wenn sie durch eine von der identischen Abbildung ver-
schiedene Kongruenzabbildung auf sich selbst abgebildet wird“ (Benölken, Gorski & Müller-
Philipp 2018, S. 190; vgl. auch Weyl 1980). 

Symmetrische Figuren können durch Kongruenzabbildungen erzeugt werden. Kongruenzab-

bildungen zählen neben u. a. der zentrischen Streckung oder algebraisch definierten Abbil-

dungen zu den im Unterricht thematisierten Abbildungen.  

2.2.2 Kongruenzabbildungen der Ebene 

In der Ebene gibt es vier Typen von Kongruenzabbildungen: Achsenspiegelung (Geradenspie-

gelung), Drehung (Rotation), Verschiebung (Translation) und die Schubspiegelung (Gleitspie-

gelung). Um die Bedeutung der Achsenspiegelung im Kontext der Kongruenzabbildungen zu 

begreifen, ist das Wissen um Kongruenzabbildungen im Allgemeinen grundlegend. Eine Ab-

bildung 𝛼 der Ebene ist eine Zuordnung, die jedem Punkt der Ebene (P) einen entsprechenden 

Bildpunkt (P‘) eindeutig zuordnet. Dies wird wie folgt dargestellt: 

𝑃
    𝛼    
→    𝑃′ =  𝛼 (𝑃) 

Eine Abbildung der Ebene auf sich heißt Kongruenzabbildung, wenn sie geraden- und län-

gentreu ist. Das bedeutet, dass Geraden auf Geraden abgebildet werden und der Abstand 

zweier beliebiger Punkte mit dem der zugehörigen Bildpunkte übereinstimmt. Die Menge al-

ler Kongruenzabbildungen soll an dieser Stelle mit 𝐵 bezeichnet werden. Dabei bezeichnet 

man das Bild einer Figur F bei der Abbildung 𝜎 mit 𝜎 (𝐹) oder kurz 𝐹′. Ist 𝐹′ =  𝜎(𝐹) für ein 
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𝜎 ∈ 𝐵, dann heißt 𝐹′ kongruent zu 𝐹 und man schreibt 𝐹′ ≅ 𝐹. Kongruenz ist eine Äquiva-

lenzrelation in der Menge B aller Figuren der Ebene. Es gilt (Scheid & Schwarz 2017, S. 126):  

- Jede Figur ist zu sich selbst kongruent (≅ ist reflexiv). 

- Ist 𝐹1 ≅ 𝐹2 , dann ist auch 𝐹2  ≅  𝐹1 (≅ ist symmetrisch). 

- Ist 𝐹1 ≅ 𝐹2 und 𝐹2  ≅  𝐹3, dann ist auch 𝐹1 ≅ 𝐹3 (≅ ist transitiv). 

Bei Abbildungen dieser Art ändert sich also ggf. nur die Lage der Figur, nicht aber die Gestalt 

oder die Größe (Krauter & Bescherer 2013, S. 20). Kongruenzabbildungen sind  

- maßtreu (Längenmaße; Winkelmaße, Flächeninhalte), 

- formtreu (Punkt → Punkt; Gerade → Gerade; Kreis → Kreis) und 

- lagebeziehungstreu (Inzidenz, Parallelen, Senkrechten). 

Um einen verständnisvollen Umgang mit Figuren in der Ebene zu unterrichten, ist es wichtig 

für Lehrerinnen und Lehrer, Wissen über das Verhalten dieser Figuren bei bijektiven (um-

kehrbaren) Abbildungen auf sich selbst zu haben (Scheid & Schwarz 2017). Dieses Verständnis 

ist hilfreich um Unterrichtsprozesse zur Untersuchung von Figuren auf deren Eigenschaften, 

zur Definition von Begriffen, zum Beweisen von Sätzen und zur Konstruktion von Figuren zu 

unterstützen – Tätigkeiten, die von Lehrerinnen und Lehrern im Geometrieunterricht gefor-

dert werden (vgl. Abschnitt 2.1.2). Im Folgenden werden die vier Typen von Kongruenzabbil-

dungen ausgehend von der Achsenspiegelung im Einzelnen betrachtet und anschließend in 

Verbindung mit den Eigenschaften der entstehenden Figuren gebracht.  

2.2.2.1 Achsenspiegelung 

In der Grundschule wird entsprechend des Lehrplans überwiegend die Achsenspiegelung als 

Kongruenzabbildung der Ebene behandelt. Sie stellt somit die erste Kongruenzabbildung dar, 

die in der Schulzeit thematisiert wird. Eine Achsenspiegelung mit der Spiegelachse 𝑎, also die 

Spiegelung an einer Geraden 𝑎, wird als 𝜎𝑎 bezeichnet und wird definiert durch (Scheid & 

Schwarz 2017, S. 127): 

(1) Jeder Punkt der Achse 𝑎 ist Fixpunkt, für 𝑃 ∈ 𝑎 ist also 𝑃′ = 𝑃. 

(2) Für 𝑃 ∉ 𝑎 ist 𝑎 die Mittelsenkrechte der Strecke [𝑃𝑃′]. 
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Durch eine (oder mehrere) Achsenspiegelungen 𝜎𝑎, können zwei zueinander kongruente Fi-

guren (vgl. Abbildung 3, links) oder eine achsensymmetrische Figur F (vgl. Abbildung 3, 

rechts) entstehen12.  

 

Abbildung 3: Achsenspiegelung 𝜎𝑎 an der Symmetrieachse 𝑎 (rechts: es entsteht eine achsensymmetrische Figur; 
links: es entstehen zwei zueinander kongruente Figuren) 

Abbildung 3 zeigt beispielhaft, dass die Achsenspiegelung im Gegensatz zu anderen Kongru-

enzabbildungen richtungsumkehrend ist – eine Eigenschaft, die insbesondere auch aus ma-

thematikdidaktischer Sicht von Bedeutung ist (vgl. Abschnitt 2.3.3). 

Die frühe Thematisierung der Achsenspiegelung bereits in der Grundschule (vgl. Abschnitt 

2.1.2.1) ist aus mathematischer Sicht sinnvoll, da in der euklidischen Ebene jede Kongruenz-

abbildung selbst eine Achsenspiegelung ist oder als Verkettung von zwei oder drei Achsen-

spiegelungen dargestellt werden kann (Dreispiegelungssatz (u. a. Stein 1999; Scheid & 

Schwarz 2017)). Daraus ergeben sich Zusammenhänge der Achsenspiegelung mit weiteren 

Kongruenzabbildungen der Ebene. 

2.2.2.2 Doppelspiegelung 

Die Verkettung zweier Spiegelungen mit den Achsen 𝑎 und 𝑏 nennt man eine Doppelspiege-

lung 𝜎𝑎 ∘  𝜎𝑏  . Eine Doppelspiegelung ist entweder eine Verschiebung oder eine Drehung 

(Scheid & Schwarz 2017) (vgl. Abbildung 4).  

 

12 Diese Unterscheidung ist insbesondere für die Grundschule wichtig, da sich daraus verschiedene Wege der 
Einführung von Symmetrie und Achsenspiegelung ergeben (vgl. Abschnitt 2.3.1.2). 

a 
 

a 
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Abbildung 4: Verschiebung 𝑎 ‖ 𝑏 (links) und Drehung 𝑎 ∦ 𝑏 (rechts) (aus Scheid & Schwarz 2017, S. 128) 

Verschiebung. Sind die Achsen 𝑎, 𝑏 parallel, so handelt es sich bei der Doppelspie-

gelung 𝜎𝑎 ∘  𝜎𝑏 um eine Verschiebung (vgl. Abbildung 4, links). Die Verschiebung verläuft 

entlang eines Vektors rechtwinklig zu 𝑎 um das Doppelte des Abstandes von 𝑎 und 𝑏. Dabei 

wird in der Orientierung von 𝑏 nach 𝑎 hin verschoben (Scheid & Schwarz 2017). Eine Rich-

tungsumkehrung der Figur findet also bei der Verschiebung nicht statt.  

Drehung. Sind die Achsen 𝑎, 𝑏 nicht parallel, so handelt es sich bei der Doppelspie-

gelung 𝜎𝑎 ∘  𝜎𝑏 um eine Drehung (vgl. Abbildung 4, rechts). Schneiden sich die Achsen 𝑎 und 

𝑏 in 𝐷, so ist 𝐷 das Drehzentrum und die Drehung hat einen Drehwinkel, der doppelt so 

groß ist, wie der Winkel zwischen 𝑎 und 𝑏.  

Punktspiegelung. Schneiden sich die Spiegelachsen 𝑎 und 𝑏 orthogonal im Dreh-

zentrum 𝐷, dann ist die Doppelspiegelung 𝜎𝑎  ∘  𝜎𝑏 eine Drehung 𝐷 mit dem Drehwinkel 180°, 

also eine Punktspiegelung. 

2.2.2.3 Dreifachspiegelung 

Eine Dreifachspiegelung 𝜏 =  𝜎𝑎 ∘ 𝜎𝑏 ∘  𝜎𝑐  ist eine Spiegelung oder die Verkettung einer Spie-

gelung mit einer Verschiebung (nicht parallel zur Spiegelachse). Eine Schubspiegelung ist 

eine Dreifachspiegelung (Verkettung einer Achsenspiegelung mit einer Verschiebung), bei 

der die Spiegelachse in Richtung der Verschiebung liegt (Scheid & Schwarz 2017). Schubspie-

gelungen sind im Schulkontext insbesondere bei der Betrachtung von Mustern und Bandor-

namenten von Bedeutung. 

2.2.3 Merkmale symmetrischer Figuren 

Die Art der Symmetrie, also die Eigenschaft einer Figur „ist symmetrisch“ (vgl. Definition 

2.2.1), wird immer mit Bezug auf die Kongruenzabbildung benannt. Im Rahmen dieser Arbeit 
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werden achsensymmetrische, punktsymmetrische, drehsymmetrische und schubsymmetri-

sche Figuren angesprochen. 

2.2.3.1 Achsensymmetrische Figuren 

Eine Figur F der Ebene heißt achsensymmetrisch, wenn sie durch eine Achsenspiegelung τ mit 

τ (F) = F deckungsgleich auf sich selbst abgebildet werden kann. Die Merkmale achsensym-

metrischer Figuren ergeben sich aus den bereits für die Achsenspiegelung definierten Eigen-

schaften: Es gibt mindestens eine Symmetrieachse 𝑎, zu jedem Punkt 𝑃 gibt es einen Bild-

punkt 𝑃′ und beide haben den gleichen Abstand zur Symmetrieachse, eine achsensymmetri-

sche Figur ist invariant bzgl. der Spiegelung an der Achse, die Figur zerfällt auf natürliche 

Weise in zwei deckungsgleiche Teile und alle Punkte der Figur, die auf der Symmetrieachse 

liegen, sind Fixpunkte. 

2.2.3.2 Drehsymmetrische Figuren 

Eine Figur F der Ebene heißt drehsymmetrisch, wenn sie durch eine Drehung τ mit τ (F) = F 

deckungsgleich auf sich selbst abgebildet werden kann. Schneiden sich bei einer Drehung 

(also der Doppelspiegelung 𝜎𝑎  ∘  𝜎𝑏) die beiden Achsen 𝑎 und 𝑏 beispielsweise in einem Win-

kel von 60°, so ist eine drehsymmetrische Figur invariant unter einer Drehung von 120°. Die 

Merkmale drehsymmetrischer Figuren ergeben sich wiederum aus der Definition der Dreh-

symmetrie (vgl. Abschnitt 2.2.2.2). Es gibt nur einen Fixpunkt (Drehzentrum) und jeder Punkt 

𝑃 hat denselben Abstand vom Drehzentrum wie seine Bildpunkte 𝑃′. 

 

Abbildung 5: Drehsymmetrische Figur: Drehung um 120° und 240° 

2.2.3.3 Punktsymmetrische Figuren 

Die Punktsymmetrie ist ein Sonderfall der Drehsymmetrie und besitzt somit auch dieselben 

Figureneigenschaften. Eine Figur F der Ebene heißt punktsymmetrisch, wenn sie durch eine 

Drehung τ um 180° mit τ (F) = F deckungsgleich auf sich selbst abgebildet werden kann. 
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Abbildung 6: Punktsymmetrische Figur: Drehung um 180° 

2.2.3.4 Translationssymmetrische Figuren 

Eine Translation entspricht der Hintereinanderausführung zweier Achsenspiegelungen an 

zwei parallelen Achsen. Der Verschiebevektor 
𝑣
→ legt Richtung und Länge der Translation 

fest und steht senkrecht zu den beiden Achsen. Bei translationssymmetrischen Figuren wie-

derholt sich also eine Grundfigur periodisch in Translationsrichtung. Zu jedem Punkt einer 

translationssymmetrischen Figur gibt es somit unendlich viele mögliche Bildpunkte für Ver-

schiebungen, unter denen die Figur invariant ist. Translationen haben keine Fixpunkte. Bei-

spiele für translationssymmetrische Figuren sind beispielsweise Bandornamente.  

Im Unterricht der Grundschule in Deutschland wird derzeit von den hier ausgeführten Kon-

gruenzabbildungen konkret nur die Achsenspiegelung thematisiert. Wissen um die Einbet-

tung der Achsenspiegelung in den Gesamtkontext der Kongruenzabbildungen sowie Wissen 

um die Symmetrieeigenschaften ebener Figuren ist für Lehrerinnen und Lehrer dennoch Hin-

tergrundwissen, das benötigt wird, um propädeutisch ein grundlegendes Verständnis von Ab-

bildungen und Symmetrien anzubahnen, welches auch für die Inhalte der Sekundarstufe trag-

fähig ist. Für ein erfolgreiches Unterrichten ist fachliches Wissen jedoch nicht ausreichend. 

Konkretes Wissen um den unterrichtlichen Aufbau des Inhaltsbereiches und altersgerechte 

Unterrichtsmethoden, Wissen um mögliche Schwierigkeiten und Fehlvorstellungen sowie um 

Strategien von Schülerinnen und Schülern sind dazu notwendig.  

2.3 Fachdidaktisches Wissen mit dem Fokus auf das Unterrichten von Symmetrie 

und Achsenspiegelung 

Fachdidaktisches Wissen ist „Fachwissen für das Unterrichten“ (Shulman 1986). Für das Un-

terrichten der Inhalte Symmetrie und Achsenspiegelung in der Grundschule gibt es verschie-

dene Aspekte fachdidaktischen Wissens, die von Relevanz sind. Dieses Unterkapitel dient 

dazu, einen Überblick über diese Aspekte zu geben. Spezifisches fachdidaktisches Wissen für 

das Unterrichten von Symmetrie und Achsenspiegelung steht also in diesem Unterkapitel im 

Mittelpunkt.  
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2.3.1 Sequenzierung der Unterrichtsinhalte und Aufgabenauswahl 

Bei der Sequenzierung der Unterrichtsinhalte spielt neben allgemeinem entwicklungspsycho-

logischem Wissen (wie bspw. zum Erwerb von Begriffen) vor allem mathematikspezifisches 

Wissen eine Rolle. Um Unterrichtsinhalte zu Symmetrie und Achsenspiegelung angemessen 

zu sequenzieren, hat insbesondere das Wissen um den geometrischen Begriffserwerb eine 

herausragende Stellung. Dazu gehören zum einen Erkenntnisse, welche Stufen und Phasen 

beim Erwerb eines Begriffsverständnisses (Vollrath 1984) durchlaufen werden. Diese werden 

nachfolgend ausführlich dargelegt. Zum anderen sind Grundprinzipien bei der Erarbeitung 

der Inhalte im Sinne eines konstruktiven Begriffserwerbs (vgl. Piaget & Inhelder 1972; auch 

Holland 1975; Vollrath 1984) zu beachten, wie beispielsweise Wege zur Einführung geomet-

rischer Begriffe (u. a. Franke & Reinhold 2016). 

2.3.1.1 Stufen des Begriffsverständnisses 

Vollrath (1984) beschreibt insgesamt vier Stufen des Begriffsverständnisses - intuitiv (Stufe 

1), inhaltlich (Stufe 2), inhaltlich-integriert (Stufe 3) und formal (Stufe 4). Angelehnt an die 

Entwicklung des Begriffsverständnisses nach Vollrath beschreibt Kirsche (1992) die Stufen 

der Entwicklung des geometrischen Abbildungsbegriffes (und somit auch der Achsenspiege-

lung) für die Grundschule. Grundidee Kirsches (1992, S. 76) ist „durch eine schrittweise Ana-

lyse symmetrischer Figuren sowohl den Symmetriebegriff als auch den Abbildungsbegriff […] 

aufzubauen.“ Für den Unterricht in der Grundschule und der sich anschließenden Sekundar-

stufe I sind lediglich die Stufen 1 bis 3 relevant (Kirsche 1992), welche im Folgenden ausge-

führt werden. 

 Intuitives Begriffsverständnis. Auf der Stufe des intuitiven Begriffsverständnisses 

kennen die Schülerinnen und Schüler den Begriff als Phänomen und identifizieren Repräsen-

tanten des Begriffes (Vollrath 1984) (vgl. phänomenologische, vorbegriffliche Kenntnis der 

Begriffe nach Kirsche (1992)). Auf dieser Stufe werden symmetrische Figuren als Ganzes 

wahrgenommen und augenscheinlich als symmetrisch betrachtet. Konkret-kinematische Ver-

fahren (wie bspw. das Spiegeln) kommen auf dieser Stufe zum Einsatz und erste Begriffe wie 

„Spiegelbild“ oder „Spiegellinie“ entwickeln sich aus diesen Handlungen (Kirsche 1992). Schü-

lerinnen und Schüler auf dieser Stufe können Beispiele symmetrischer Figuren (in Faltschnit-

ten, Blättern, Schildern) zeigen, herstellen und nennen. Sie kennen Bezeichnungen symmet-

rischer Figuren und unterscheiden symmetrische Figuren nach Augenschein von nicht-sym-

metrischen Figuren (vgl. Kirsche 1992, S. 76). 
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 Inhaltliches Begriffsverständnis. Auf der Stufe des inhaltlichen Begriffsverständ-

nisses lernen die Kinder den Begriff als Träger von Eigenschaften kennen und kennen die 

Eigenschaften des Begriffes (Vollrath 1984) (vgl. handlungsgebundene, inhaltliche Kenntnis 

der Begriffe nach Kirsche (1992)). Die Schülerinnen und Schüler können symmetrische Figu-

ren durch zeichnerisch-kinematische Verfahren (wie bspw. Falten, Wenden, …) herstellen. Sie 

erkennen und beschreiben symmetrische Figuren als solche, zeichnen Achsen ein und be-

gründen diese Entscheidungen (oft noch handlungsgebunden) (Kirsche 1992).  

 Inhaltlich-integriertes Begriffsverständnis. Auf der Stufe des inhaltlich-inte-

grierten Begriffsverständnisses (vgl. inhaltliche, nicht-formale Kenntnis der Begriffe nach 

Kirsche (1992)) wird der Begriff als Teil eines Begriffsnetzes gesehen und die Beziehungen 

zwischen Eigenschaften werden hergestellt. Auch Beziehungen zu anderen Begriffen werden 

auf dieser Stufe verstanden (Vollrath 1984). Der Begriff der Symmetrie kann auf dieser Stufe 

beispielsweise als Klassifikationskriterium im Haus der Vierecke angewandt werden. Des 

Weiteren führen zeichnerisch-konstruktive Tätigkeiten (wie bspw. das Zeichnen von Spie-

gelbildern im Kästchengitter) dazu, dass symmetrische Figuren mehr und mehr als Punkt-

mengen aufgefasst werden. Nach Kirsche (1992, S. 78) kann diese Stufe des Symmetriever-

ständnisses in der Grundschule „höchstens in Einzelaspekten angebahnt werden“.  

Betrachtet man die Unterrichtsinhalte, die curricular für die Symmetrie und Achsenspiege-

lung für die Grundschule vorgegeben sind (vgl. Abschnitt 2.1.2), so ist festzustellen, dass sich 

diese im Bereich des intuitiven Begriffsverständnisses (Beginn der Grundschulzeit) und im 

Bereich des inhaltlichen Begriffsverständnisses (Ende der Grundschulzeit) verorten lassen. 

2.3.1.2 Zugänge zum Erwerb eines Verständnisses von Symmetrie und Achsenspiegelung 

Entsprechend der Erkenntnisse zu den Stufen des Begriffsverständnisses, gibt es in der 

Grundschule im Wesentlichen zwei mögliche didaktische Zugänge zum Thema Symmetrie. 

Gemeinsam ist beiden Zugängen, dass sie die Handlungserfahrungen der Schülerinnen und 

Schüler in den Mittelpunkt stellen und somit auch einen Aufbau des Begriffsverständnisses 

im Sinne eines konstruktiven Begriffserwerbs (Vollrath 1984) (vgl. auch operativer Begriffs-

erwerb nach Bender (1978a, 1978b)) ermöglichen. Unter einem konstruktiven Begriffserwerb 

wird eine Vermittlung von Begriffen verstanden, bei der das Handeln mit Objekten eine große 

Rolle spielt (Vollrath 1984). Dies erfolgt durch alle Handlungen bei welchen Repräsentanten 

des Begriffs mit geeignetem Material hergestellt werden, beispielsweise durch das Legen, Fal-

ten, Schneiden oder Konstruieren einer achsensymmetrischen Figur oder zwei kongruenten 
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Figuren (Franke & Reinhold 2016). Die beiden didaktischen Zugänge zum Thema Symmetrie 

werden im Folgenden dargestellt und mit geeignetem Material illustriert. 

Zugang über symmetrische Figuren. Nach Kirsche (1996) lässt sich durch ein 

Wechselspiel aus Analyse und Herstellung symmetrischer Figuren im Unterricht die Entwick-

lung des Abbildungsbegriffes herbeiführen. Anknüpfend an die Vorerfahrungen und an erste 

Begegnungen der Grundschülerinnen und -schüler mit dem Begriff Symmetrie im Sinne der 

Wohlproportioniertheit (vgl. nach Weyl, siehe Abschnitt 2.2.1), steht bei diesem Zugang der 

ästhetische Aspekt im Vordergrund. Es werden zunächst Beispiele symmetrischer Figuren aus 

dem Alltag (Verkehrsschilder, Spielkarten, Flaggen, etc.) betrachtet und auf ihre Eigenschaf-

ten hin untersucht. Durch die Analyse von Gemeinsamkeiten werden Eigenschaften symmet-

rischer Figuren erarbeitet. Auf diese Weise erkennen die Kinder, dass sich die Gesamtfigur in 

zwei deckungsgleiche Teile zerlegen lässt und identifizieren Symmetrie- bzw. Spiegelachsen 

einer Figur (Franke & Reinhold 2016). Durch den Einsatz von geeignetem Material (bspw. 

zwei durchsichtigen Geobrettern) kann gezeigt werden, dass symmetrische Figuren unverän-

dert unter einer Spiegelung an der Spiegelachse bleiben (vgl. auch Kirsche 1996). 

Zugang über Kongruenzabbildungen. Im Unterschied zum Zugang über symmet-

rische Figuren, werden bei diesem Zugang zunächst Kongruenzabbildungen auf eine Figur 

angewandt. Durch den Einsatz von geeignetem Material (bspw. Spiegel) bzw. geeigneten Ak-

tivitäten (bspw. Erstellen von Klecksbildern oder Prickeln) werden über das Betrachten von 

Bild und Spiegelbild Erkenntnisse zum Identifizieren symmetrischer Figuren gewonnen. Die 

Schülerinnen und Schüler erfahren auf diese Weise, dass Achsenspiegelungen zu einer sym-

metrischen Figur führen können, wenn das Bild der Achse anliegt. Liegt das Bild nicht der 

Achse an, entstehen zwei kongruente Figuren (Bild und Spiegelbild). Anhand dieser Figuren 

und ihrer Bildfiguren werden Eigenschaften kongruenter, aber auch symmetrischer Figuren 

thematisiert (Franke & Reinhold 2016) (vgl. Abschnitt 2.2.3). 

Wissen über den Aufbau und die Stufen des Begriffsverständnisses von Schülerinnen und 

Schülern kann eine erste Hilfe sein, um Unterrichtsinhalte und Aufgabenstellungen entspre-

chend einer Klassenstufe bzw. eines intendierten Ziels des Begriffserwerbs auszuwählen. Um 

jedoch im Unterricht adäquate Aufgaben einsetzen zu können, bedarf es zusätzlich aufgaben-

spezifischeren Wissens – insbesondere, wenn es darum geht, das inhaltliche Begriffsverständ-

nis zu vertiefen oder spezielle Eigenschaften von Achsenspiegelungen herauszuarbeiten. 

Dazu bedarf es Wissen um Anforderungen, die Aufgaben inhärent und aufgabenspezifisch 

sind. 
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2.3.2 Wissen um Aufgaben und deren Schwierigkeiten 

Aufgaben sind wichtige Bestandteile des Unterrichts, um Aktivitäten der Schülerinnen und 

Schüler zu steuern (Hammer 2016). Um Aufgaben im Unterricht gezielt zum Aufbau eines 

Begriffsverständnisses der Begriffe „Symmetrie“ und „Achsenspiegelung“ einsetzen zu kön-

nen, ist es wesentlich, sich mit einzelnen Merkmalen von Aufgaben zu beschäftigen. For-

schungsergebnisse zu Aufgabenmerkmalen liefern Wissen, auf das Lehrerinnen und Lehrer 

zurückgreifen können, um Lernprozesse anzuregen. Im Folgenden werden Forschungsergeb-

nisse zu inhaltlichen Aufgabenmerkmalen zusammengefasst, die einen Einfluss auf die 

Schwierigkeit von Aufgaben zu Symmetrie und Achsenspiegelung haben. Trotz der engen 

Verzahnung der Symmetrie als Eigenschaft von Figuren und der Achsenspiegelung als Kon-

gruenzabbildung (vgl. Unterkapitel 2.2), werden die Aufgabenmerkmale hier getrennt be-

trachtet. Dies ist in den vorgeschlagenen Wegen zur Einführung der beiden Begriffe begrün-

det (vgl. Abschnitt 2.3.1). Die unterrichtende Lehrkraft sollte demnach Wissen zu Schwierig-

keiten von Aufgaben haben, die die Kongruenzabbildung in den Fokus stellen, aber auch Wis-

sen um Schwierigkeiten von Aufgaben, die die Symmetrieeigenschaften einer Figur themati-

sieren. 

2.3.2.1 Schwierigkeitsgenerierende Merkmale bei der Achsenspiegelung 

Aus Studien, die zu Merkmalen von Aufgaben zur Achsenspiegelung vorliegen, lassen sich 

unterschiedliche Merkmale ableiten, die die Aufgabenschwierigkeit beeinflussen. 

 Lage der Achse. Die Lage der Achse zum Blattrand stellt eines der wichtigsten Merk-

male dar, welches die Schwierigkeit von Aufgaben – über alle Altersstufen hinweg – beein-

flusst. Studien zeigen, dass Spiegelungen an vertikalen Achsen sowohl Grundschulkindern 

(Schmidt 1986) als auch Schülerinnen und Schülern der Sekundarstufe (Grenier 1985a, 1985b; 

Küchemann 1981) leichter fallen als Spiegelungen an horizontalen Achsen. Spiegelungen an 

schrägen Achsen fallen Schülerinnen und Schülern der Grundschule (u. a. Genkins 1978; 

Schmidt 1986) und der Sekundarstufe (Grenier 1985a, 1985b; Küchemann 1981) am schwers-

ten.  

 Komplexität der Figur. Als weiteres schwierigkeitsgenerierendes Merkmal von 

Aufgaben zur Achsenspiegelung – zusätzlich zur Lage der Achse – konnte in verschiedenen 

Studien auch die Komplexität der Figur identifiziert werden. Bereits Schulanfängerinnen und 

-anfänger vervollständigen durch Freihandzeichnungen einfache Figuren (bspw. ein Herz) er-

folgreicher als komplexere Figuren (wie bspw. einen Stern oder eine Leiter) (Höglinger & 
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Senftleben 1997). In ihrer Studie mit Schülerinnen und Schülern im Alter von 11 bis 15 Jahren 

zeigten Küchemann (1981) und Grenier (1985a, 1985b), dass die Lösungsrate von Aufgaben 

bei zunehmender Komplexität der zu spiegelnden Figuren sinkt. Die von den Schülerinnen 

und Schülern zu spiegelnden Objekte variierten dabei von einfachen Punkten (mit hohen Lö-

sungsraten) über Strecken bis hin zu Fahnen (mit geringen Lösungsraten).  

 Ausrichtung der Figur zur Spiegelachse. Zusätzlich zur Lage bzw. Ausrichtung der 

Spiegelachse zum Blattrand und zur Komplexität der Figur konnte auch die Ausrichtung der 

Figur in Bezug zur Spiegelachse als Merkmal herausgestellt werden, welches die Aufgaben-

schwierigkeit beeinflusst. Hat das zu spiegelnde Objekt eine zur Spiegelachse orthogonal oder 

parallel liegende Seite, so werden die Aufgaben besser bearbeitet (Küchemann 1981; Grenier 

1985a). Ebenso werden Aufgaben zur Achsenspiegelung von Schülerinnen und Schülern im 

Alter von 11-15 Jahren besser gelöst, wenn entweder das Objekt selbst oder die Achse vertikal 

zum Blattrand ausgerichtet sind. Aufgaben mit schräg zum Blattrand ausgerichteter Achse 

und auch Aufgaben mit schräg zum Blattrand liegendem Objekt (abweichend von der Verti-

kalen bzw. Horizontalen)13, stellten sich als besonders schwierig heraus. 

 Untergrund. Bisherige Studien konnten keinen systematischen Unterschied in der 

Aufgabenschwierigkeit feststellen, der auf den Untergrund, auf dem die Spiegelung durchge-

führt wird (bspw. Kästchengitter, Blankopapier), zurückzuführen ist (Küchemann 1981; Gre-

nier 1985a). Das Kästchengitter kann unterstützen, den Abstand und die Richtung der Spie-

gelung genauer zu bestimmen (Küchemann 1981), jedoch gibt es gewisse Fehlertypen, die auf 

Kästchenpapier vermehrt auftreten (bspw. das Verschieben der Figur entlang der Kästchen-

gitterlinien) (Grenier 1985a) (siehe Abschnitt 2.3.3).  

2.3.2.2 Stufen des Verständnisses von Achsenspiegelungen 

Aufgabenschwierigkeiten können dazu dienen, Stufen des Verständnisses von Achsenspiege-

lungen zu beschreiben. Küchemann (1981) entwickelt anhand seiner Erkenntnisse zu Aufga-

benschwierigkeiten von Schülerinnen und Schülern im Alter von 14 Jahren Stufen des Ver-

ständnisses von Achsenspiegelungen. Diese Stufen erläutert Küchemann an beispielhaften 

Aufgaben, welche er in Gruppen mit ähnlichen Anforderungen zusammenstellt, wobei er ver-

sucht das kindliche Verständnis zu beschreiben. Schülerinnen und Schüler befinden sich nach 

 

13 Unter einem schräg zum Blattrand liegenden Objekt werden in diesen Studien Objekte verstanden, die weder 
eine parallel noch eine orthogonal zum Blattrand liegende Seite haben. 
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Küchemann (1981) auf einer bestimmten Stufe, wenn sie entsprechende Aufgaben richtig be-

antworten können.  

Tabelle 2: Levels of understanding of reflection nach Küchemann (1981); Abbildungen vgl. Küchemann (1981, 
S. 149) 

Level 0 
 

Auf diesem Level werden Aufgaben gelöst, die keine Neigungskoor-
dination erfordern (Aufgaben mit einzelnen Punkten oder einer Spie-
gelung an einer vertikalen Achse).  

 

Level 1 
 

Schülerinnen und Schüler sind auf diesem Level nicht in der Lage 
Neigungen zu koordinieren. Die korrekte Lösung von Aufgaben an 
vertikalen Spiegelachsen oder die Spiegelung einzelner Punkte ge-
lingt. Nach Küchemann wird auf dieser Stufe das Kästchengitter noch 
benötigt, um Spiegelungen durchzuführen. Spiegelungen von Punk-
ten ohne Kästchengitter verleiten Schülerinnen und Schüler auf die-
sem Level zum direkten Spiegeln über die Achse. 

 

Level 2  
 

Auf diesem Level sind Schülerinnen und Schüler in der Lage, Neigun-
gen hinreichend zu koordinieren. 
Zur Spiegelung von Dreiecken schreibt Küchemann (1981), dass die 
Schülerinnen und Schüler im Vorgehen zunächst einen Eckpunkt lo-
kalisieren und dann beide anliegenden Seiten im richtigen Winkel 
zeichnen. Das Ergänzen der beiden anliegenden Seiten geschieht je-
doch nicht in der richtigen Lage: Die dritte Seite wird „falsch ge-
neigt“ gezeichnet. 

 

Level 3 
 

Bezüglich der Spiegelung einer Fahne an einer schrägen Achse gibt 
es nach Küchemann (1981) keinen Unterschied zwischen Level 2 und 
Level 3. Jedoch sind Schülerinnen und Schüler in der Lage, an Achsen 
zu spiegeln und den Punkt dabei analytisch zu ermitteln, auch wenn 
der Punkt außerhalb des abgebildeten Koordinatensystems liegt (siehe 
Abb. rechts, A5.7).  

Level 4 
 

Schülerinnen und Schüler auf diesem Level lösen Aufgaben durch 
analytisches Herangehen und lösen auch Aufgaben zur Spiegelung 
von Fahnen an schrägen Achsen (siehe rechts, Aufgabe A4.2). 
 

 

Eine zentrale Rolle bei der Beschreibung des Anforderungsniveaus einzelner Aufgaben nimmt 

bei Küchemann (1981) das Konzept des Beibehaltens von Winkeln ein. Haben Kinder die noch 

intuitive Vorstellung, dass eine Achsenspiegelung das Objekt „auf die andere Seite der Achse 

bringt“, so ist dieses Konzept von besonderer Bedeutung. Zwar müssen bei der Spiegelung 

einer Figur an einer Achse immer Winkel beachtet und beibehalten werden, jedoch stellen 
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sich einige Aufgaben als anspruchsvoller als andere heraus. So muss beispielsweise bei der 

Spiegelung an vertikalen Achsen nur die Neigung der Figur (bzw. einer Seite der Figur) be-

achtet und beibehalten werden – gleiches gilt für die Spiegelung eines Punktes an einer schrä-

gen Achse (Küchemann 1981). Wenn eine Seite dementgegen nicht parallel zur Achse liegt 

und ein intuitives Vorgehen (wie oben beschrieben) erfolgt, dann muss der Winkel zwischen 

den Neigungen der Achse und der entsprechenden Seite konserviert und (auf die zu zeich-

nende Bildfigur im Sinne des „Beibehaltens von Winkeln“) übertragen werden (vgl. Küche-

mann 1981). In der folgenden Tabelle werden wesentliche Aufgabenmerkmale erläutert und 

wesentliche Aspekte, die verstanden sein müssen, um diese Aufgaben zu lösen, beschrieben. 

Küchemann (1981) vermutet, dass Aufgaben, die auf Level 1 und 2 liegen, konkret-operatio-

nales Denken (vgl. Piaget & Inhelder 1971, 1972) erfordern, da sie sehr nah an der Handlung 

des Faltens liegen. Zum Lösen der Aufgaben auf Level 3 und 4 werden analytische und abs-

trakte Vorgehensweisen benötigt – dies entspricht einem anfänglichen Verständnis auf der 

formal-operationalen Stufe nach Piaget und Inhelder (1971, 1972). 

2.3.2.3 Schwierigkeitsgenerierende Merkmale bei Aufgaben zur Symmetrie 

Aufgabenmerkmale, die einen Einfluss auf das Erkennen der Symmetrieeigenschaft von Fi-

guren haben, werden im Folgenden zusammengetragen. 

 Lage der Achse – Wahrnehmung unterschiedlicher Symmetrien. Noch bevor in 

der Kindertagesstätte bzw. der Schule bewusst Erfahrungen zu Symmetrien gesammelt wer-

den, liegen bereits Unterschiede in der Wahrnehmung unterschiedlicher Symmetrien vor 

(Bornstein, Ferdinandsen & Gross 1981; Fisher, Ferdinandsen & Bornstein 1981; Bornstein & 

Krinsky 1985). So zeigen Studien zu Aufmerksamkeitszeiten beispielsweise, dass bereits in der 

frühen Kindheit Kinder der vertikalen Symmetrie bevorzugt ihre Aufmerksamkeit schenken 

(Bornstein et al. 1981) oder die vertikale Symmetrie vor anderen Symmetrien14 bevorzugt be-

trachten (Fisher et al. 1981). Diese Sonderrolle der vertikalen Symmetrie bleibt bis ins Grund-

schulalter hinein bestehen. Boswell (1976) zeigt in ihrer Analyse verschieden-symmetrischer 

Punktemuster15 einen Zusammenhang zwischen der Lösungshäufigkeit und der Art der Sym-

 

14 Neben vertikal-symmetrischen Figuren wurden den Kindern auch horizontal-symmetrische und asymmetri-
sche Figuren vorgelegt. 
15 Die von Boswell (1976) verwendeten Punktmuster waren asymmetrisch, horizontal-symmetrisch, vertikal-
symmetrisch und doppeltsymmetrisch (vertikal- und horizontal-symmetrisch). 
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metrie des Punktemusters. In dieser Studie sollten die Probanden (Kindergartenkinder, Schü-

lerinnen und Schüler der Jahrgangsstufe 2 und 4) Punktemuster nach dem Betrachten repro-

duzieren. 

Lage der Achse – Unterscheiden symmetrischer Figuren von nicht-symmetri-

schen Figuren. Neben der besonderen Wahrnehmung vertikaler Symmetrien gibt es einige 

Studien, die sich mit dem Identifizieren von symmetrischen Figuren befassen. Diese Studien 

nehmen insbesondere das Unterscheiden symmetrischer von nicht-symmetrischen Figuren in 

den Fokus. Kinder im Vorschulalter unterscheiden bereits symmetrische von nicht-symmet-

rischen Figuren. Die Unterscheidung vertikal-symmetrischer Figuren von nicht-symmetri-

schen Figuren fällt den Kindern am leichtesten (Bornstein & Stiles-Davis 1984; vgl. auch Gen-

kins 1978). Die Unterscheidung horizontal-symmetrischer Figuren von nicht-symmetrischen 

Figuren fällt den Kindern schwerer. Am schwersten fällt den Kindern die Unterscheidung 

diagonal-symmetrischer Figuren von nicht-symmetrischen Figuren (Bornstein & Stiles-Davis 

1984). Die Autoren folgern aus insgesamt drei Experimenten mit 4- bis 6-Jährigen, dass die 

Entwicklung des Symmetrieverständnisses mit dem Erkennen vertikaler Symmetrien beginnt, 

gefolgt vom Erkennen horizontaler Symmetrien. Das Erkennen schräg-symmetrischer Figu-

ren stellt einen weiteren Schritt in der Entwicklung des Symmetrieverständnisses dar (Born-

stein & Stiles-Davis 1984). Ähnliche Ergebnisse zeigen sich auch bei einer Studie mit Schüle-

rinnen und Schüler der Jahrgangsstufe 4 (n=2917) zum Einzeichnen von Symmetrieachsen in 

ebene Figuren (Schmidt 1986). Zeichneten die Schülerinnen und Schüler in das Quadrat nur 

zwei Symmetrieachsen ein, so waren dies überwiegend die vertikal und horizontal zum Blatt-

rand liegenden Symmetrieachsen. Auch beim Einzeichnen der Symmetrieachsen in gleich-

schenklige Dreiecke (in unterschiedlicher Lage) vermutet der Autor einen Unterschied auf-

grund der Lage der Achsen: Die Symmetrieachse, die in den gleichschenkligen Dreiecken 

schräg zum Blattrand eingezeichnet werden sollte, wurde seltener von den Schülerinnen und 

Schülern eingezeichnet, als die vertikal zum Blattrand liegende Symmetrieachse. 

 Komplexität der Figur. Nach Bornstein und Stiles-Davis (1984) hängt das Identifi-

zieren einer symmetrischen Figur bzw. das Unterscheiden einer symmetrischen von einer 

nicht-symmetrischen Figur nicht nur von der Lage der Achse ab, sondern auch von der Kom-

plexität der Figur: Kinder, die ein bestimmtes vertikal-symmetrisches Muster als symmetrisch 

identifizieren, identifizieren nicht gleichermaßen alle anderen vertikal-symmetrischen Mus-

ter als symmetrisch (Bornstein & Stiles-Davis 1984, S. 642). Mit der Komplexität der Figur 

bzw. eines Musters geht einher, dass vermutlich auch die Anzahl der Symmetrieachsen einen 



52 

 

Einfluss auf die Schwierigkeit von Aufgaben zur Achsensymmetrie hat (Franke & Reinhold 

2016). Hinweise darauf geben die in den Untersuchungen von Schmidt (1986) und Xistouri 

(2007) verwendeten Aufgabenstellungen zum Einzeichnen von Symmetrieachsen in ebene Fi-

guren. In beiden Fällen wurden Aufgaben, in die mehr Achsen einzuzeichnen waren, schlech-

ter gelöst. Ob dies auf die Komplexität der Figur zurückzuführen ist, oder auf die Tatsache, 

dass beim Einzeichnen mehrerer Achsen auch mehr Achsen vergessen werden können, ist 

nicht geklärt.  

Symmetrieeigenschaften der Figuren. Nicht zu allen möglichen Aufgabenmerk-

malen liegen eindeutige Erkenntnisse vor. Bezüglich der Rolle allgemeiner Symmetrieeigen-

schaften von Figuren auf das Erkennen dieser Figuren als achsensymmetrisch gibt es erste 

Hinweise. Sind Figuren punktsymmetrisch oder punkt- und achsensymmetrisch so werden 

diese seltener richtig als achsensymmetrisch bzw. nicht-achsensymmetrisch erkannt, als Fi-

guren mit anderen Symmetrien (Genkins 1978; Schmidt 1986). 

Diese hier zusammengestellten Merkmale von Aufgaben zur Achsenspiegelung und Achsen-

symmetrie stehen nicht isoliert, sondern beeinflussen im Wesentlichen auch Fehler, die Schü-

lerinnen und Schüler machen (können). Gewisse Aufgabenmerkmale können sogar hilfreich 

sein, um Fehler „zu provozieren“ – mit dem Ziel, Fehlvorstellungen aufzudecken. Im folgen-

den Abschnitt werden typische Fehler, die bei Aufgaben zur Symmetrie und Achsenspiege-

lung auftreten, dargestellt und mit den in diesem Abschnitt geschilderten Aufgabenmerkma-

len in Verbindung gebracht.  

2.3.3 Wissen um typische Fehler und Fehlvorstellungen 

Im Umgang mit Fehlern von Schülerinnen und Schülern geht es insbesondere darum, kon-

struktiv mit Fehlern umzugehen und diese als Lernchance bzw. Ausgangspunkt gezielter För-

dermaßnahmen zu sehen (Lorenz & Radatz 1993). Wichtig für den Umgang mit Fehlern ist 

das didaktische Wissen der Lehrperson, darüber, wie die Fehlersituation konstruktiv genutzt 

werden kann, indem ausgehend von der Fehlersituation Lernprozesse angestoßen werden 

(Spychinger, Oser, Hascher & Mahler 1999)16. Bei der Betrachtung von Fehlern gilt es grund-

 

16 Ein bedeutender Teil der Fehlerkultur im Unterricht ist der Umgang mit Fehlern in der Unterrichtssituation 
selbst, welcher auch aus sozialen Gesichtspunkten eine hohe Herausforderung darstellt. Dieser Punkt wird in 
dieser Arbeit bewusst ausgeklammert, da hier die inhaltlichen und nicht die sozialen Facetten des Handelns von 
Lehrpersonen im Vordergrund stehen.  
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sätzlich zu unterscheiden zwischen typischen Fehlern und systematischen Fehlern (Kä-

ser 2011). Systematische Fehler lassen sich als Fehler beschreiben, welche die individuelle Leis-

tung einer Schülerin bzw. eines Schülers charakterisieren. Typische Fehler hingegen, sind 

Fehler, die bei Aufgaben des gleichen Typs in der Gesamtheit der Schülerinnen und Schüler 

häufig auftreten (Käser 2011). Für vorliegende Arbeit sind zunächst typische Fehler von Be-

deutung, da diese einen engen Zusammenhang zu den bereits berichteten Aufgabenmerkma-

len aufweisen (können). Wissen um systematische Fehler ist für Lehrkräfte erforderlich, um 

an den aktuellen Lernprozess jeder Schülerin bzw. jedes Schülers anzuknüpfen und somit 

einen soliden Wissensaufbau zu ermöglichen (Spychinger et al. 1999). 

2.3.3.1 Typische Fehler und Fehlvorstellungen bei Aufgaben zur Achsenspiegelung 

Wissen zu typischen Fehlern und damit einhergehenden Fehlvorstellungen, die bei Aufgaben 

zur Achsenspiegelung immer wieder auftreten, liegt bereits aus einigen Studien vor. Die Er-

gebnisse dieser Studien werden nachfolgend kurz dargestellt. Dabei wird auch im Folgenden 

zwischen Fehlern unterschieden, die bei Achsenspiegelungen auftreten, die zu zwei zueinan-

der kongruenten Figuren führen17 und bei solchen, die zu einer symmetrischen Figur18 führen. 

Vervollständigung der Figur. Werden Schulanfängerinnen und Schulanfänger auf-

gefordert, Figuren wie beispielsweise einen Stern, spiegelbildlich zu vervollständigen, so ge-

schieht dies durch das Ergänzen einer anliegenden Figur dem Weltwissen entsprechend (Hög-

linger & Senftleben 1997). 

Verschiebung der Figur. Höglinger und Senftleben (1997) zeigen in ihren Untersu-

chungen, dass das Fertigstellen von der Achse anliegenden Figuren oft fehlerhaft als Verschie-

bung erfolgt. Studien zur Spiegelung von nicht an der Achse anliegenden Figuren, die mit 

Schülerinnen und Schülern im Alter von 11 bis 15 Jahren durchgeführt wurden, unterstützen 

diese Erkenntnisse. Fehlerhafte Lösungen der Schülerinnen und Schüler bei der Achsenspie-

gelung von nicht-anliegenden Objekten (z. B. Strecken oder Fahnen) zeigen „Spiegelfiguren“ 

der Figur (Abbildung 7, (s)), die entlang der Horizontalen (vgl. Abbildung 7, Strecke (a)) oder 

Vertikalen (vgl. Abbildung 7, Strecke (d)) parallel zur Figur verschoben gezeichnet sind (Kü-

chemann 1981; Grenier 1985b; Denys & Grenier 1986; Lima 2006).  

 

17 Im Folgenden wird dies aus Gründen der Einfachheit als die Spiegelung nicht-anliegender Figuren bezeichnet. 
18 Im Folgenden wird dies auf Gründen der Einfachheit als die Spiegelung anliegender Figuren bezeichnet. 
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Abbildung 7: Fehler der Schülerinnen und Schüler bei der Spiegelung an schrägen Achsen – exemplarisch bei 
der Spiegelung einer Gerade (s). Verschiebung: (a) und (d). Spiegelung an einer gedachten vertikalen (b) oder 
horizontalen (c) Achse (Abbildung aus Grenier 1985b, S. 62). 

Auch Schülerinnen und Schüler im Alter von ca. 13 Jahren, die komplexere Objekte (bspw. 

Häuser) an einer Achse spiegeln sollten, verschoben die Objekte (Häuser) entlang einer Ho-

rizontalen über die Achse (Lima 2006; vgl. Abbildung 8, Mitte). Die Verschiebung von Figuren 

tritt sowohl bei vertikalen, horizontalen als auch schrägen Achsen auf. Bei diesen Verschie-

bungen wird die Orientierungsumkehrung der Achsenspiegelung nicht beachtet. Ein mögli-

cher Grund, könnte die noch intuitive Vorstellung sein, dass durch eine Spiegelung die Figur 

„auf die andere Seite der Achse gebracht“ werden muss (Küchemann 1981; Ramful, Ho & 

Lowrie 2015). Hier zeigt sich der Zusammenhang zu Aufgabenmerkmalen: Diese Fehlvorstel-

lung kann nur aufgedeckt werden, wenn eine nicht-symmetrische Figur gespiegelt wird. Bei 

der Spiegelung symmetrischer Figuren (z.  einer Gerade oder eines Quadrats mit Seiten pa-

rallel zur Achse) an vertikalen und horizontalen Achsen unterscheidet sich die richtige Lö-

sung einer Achsenspiegelung nicht von der falschen Lösung einer Verschiebung der Figur. 

Verlängerung von Teilen der Figur. Ein weiterer Fehler, der bei Spiegelung von 

Bildern (nicht anliegend) an Achsen auftritt, ist die Konstruktion der Spiegelfigur ausgehend 

von der Verlängerung von Strecken der Figur.  

 

Abbildung 8: Beispiele zu Fehlern in der Sekundarstufe aus Lima (2006, S. 160). Von links nach rechts: Spiege-
lung an einer gedachten vertikalen Achse, Verschiebung der Figur und Verlängerung von Teilen der Figur. 
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Ausgehend von den verlängerten Teilen der Figur in der Bildfigur wird dann die Bildfigur 

fertiggezeichnet (Lima 2006; vgl. Abbildung 8, rechts). Auch an dieser Stelle zeigt sich der 

Zusammenhang mit Aufgabenmerkmalen: Ob die Verschiebung der Strecken bei Küchemann 

(1981) und Grenier (1985) einer solchen gedanklichen Verlängerung des Objektes entspricht, 

ist auf Grund der geringen Komplexität des Objektes (Strecke) nicht immer zu beurteilen. Bei 

zur Achse orthogonal liegenden Objekten kann diese Fehlvorstellung nicht aufgedeckt wer-

den, da sich auch hier die richtige Lösung der Spiegelung und die falsche Lösung der Verlän-

gerung über die Achse hinweg nicht unterscheiden.  

Spiegelung an gedachter vertikaler bzw. horizontaler Achse. Dieser Fehler tritt 

insbesondere bei der Spiegelung nicht-anliegender Figuren an schrägen Spiegelachsen auf. 

Die schräge Ausrichtung der Spiegelachse wird ignoriert und das Objekt wird an einer ge-

dachten vertikal oder horizontal ausgerichteten Spiegelachse gespiegelt (Grenier 1985b; De-

nys & Grenier 1986; vgl. Abbildung 7, Strecken (b) und (c); auch Lima 2006, Abbildung 8, 

links). Nach Küchemann (1981) tritt dies insbesondere dann auf, wenn das Objekt19 selbst 

horizontal oder vertikal zum Blattrand ausgerichtet ist. Auch für die Diagnostik dieses Fehlers 

zeigt sich der Zusammenhang mit Aufgabenmerkmalen: Ist die Aufgabe gegeben, eine sym-

metrische Figur an einer schrägen Achse zu spiegeln, so kann dieser Fehler im Produkt der 

Schülerinnen und Schüler nicht unterschieden werden von einer Verschiebung entlang einer 

Horizontalen bzw. Vertikalen: Die Bildfiguren dieser beiden fehlerhaften Vorgehensweisen 

unterscheiden sich nicht. Die Vorstellungen, die hinter den jeweiligen Bildfiguren stehen, un-

terscheiden sich jedoch schon. Im Fall der Spiegelung an einer gedachten vertikalen bzw. ho-

rizontalen Achse scheint die Vorstellung, dass das gespiegelte „Objekt andersherum ist“ (Kü-

chemann 1981) zur Lösung geführt zu haben. Die Tatsache, dass bezüglich der eingezeichne-

ten Spiegelachse gelten muss, dass sie Mittelsenkrechte der Verbindungsstrecke von Punkt 

und Bildpunkt ist (Orthogonalität), wird in diesem Fall vernachlässigt. Im Fall der Verschie-

bung entlang einer gedachten Horizontalen bzw. Vertikalen ist die Vorstellung der Orientie-

rungsumkehrung nicht beachtet.  

 

19 In der Studie von Küchemann (1981) wurden überwiegend Punkte, Strecken und Fahnen gespiegelt. 
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2.3.3.2 Typische Fehler und Fehlvorstellungen beim Erkennen von Achsensymmetrie bzw. beim 

Einzeichnen von Symmetrieachsen 

Es liegen nur wenige Erkenntnisse zu Fehlern beim Erkennen von Achsensymmetrie bzw. 

beim Einzeichnen von Symmetrieachsen in ebene Figuren vor. Diese werden im folgenden 

Abschnitt geschildert. 

Die Punktsymmetrie einer Figur scheint nicht nur einen Einfluss auf das Identifizieren dieser 

Figur als achsensymmetrisch bzw. nicht-achsensymmetrisch zu haben, sondern auch typische 

fehlerhafte Lösungen nach sich zu ziehen (Genkins 1978) (vgl. Abschnitt 2.3.2.3).  

 

Abbildung 9: Einzeichnen von Symmetrieachsen aus dem Praxisbericht von Grohe (2011, S. 28) 

Ähnlich dieser Vermutung berichtet Grohe (2011) in einem Praxisbericht, dass Schülerinnen 

und Schüler dazu neigen, zusätzliche fehlerhafte Achsen in solche Figuren einzuzeichnen, die 

sowohl punktsymmetrisch als auch achsensymmetrisch sind (z. B. vgl. Abbildung 9, Diago-

nalen in Figur b). Dass gewisse Lösungsmuster häufiger in bestimmten Figuren auftreten, 

zeigte auch die Studie von Schmidt (1986): Vor allem Diagonalen und Parallelen durch die 

Seitenmitten gewisser Figuren wurden fehlerhaft als Symmetrieachsen identifiziert (z. B. im 

Parallelogramm). Diese Fehler ergänzen sich mit Fehlvorstellungen, die aus qualitativen Stu-

dien mit Schülerinnen und Schülern (u. a. Genkins 1987) gewonnen werden konnten. Eine 

häufige Fehlvorstellung ist, dass einer Figur eine Symmetrieachse zugeschrieben wird, wenn 

sie in zwei deckungsgleiche Hälften zerlegt werden kann. Dass dies jedoch nur eine Bedin-

gung ist, die zusätzlich noch durch die Bedingung der Richtungsumkehrung bezüglich einer 

Achse ergänzt werden muss, wird in diesen Fällen außer Acht gelassen.  

Ob hinter den in diesem Abschnitt beschriebenen Fehlern und Fehlvorstellungen tatsächlich 

falsche Vorstellungen stehen oder ob es sich lediglich um sogenannte Präkonzepte, also Vor-

stellungen, die ohne ein spezifisches Vorwissen bei den Kindern entstehen, – wie man sie aus 

den Naturwissenschaften kennt (vgl. bspw. Barke 2006; Feige, Rutsch, Dörfler & Rehm 2017) 

– handelt, kann aus schriftlichen Schülerlösungen nicht gedeutet werden. Hilfreich zur Auf-
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deckung von Vorstellungen der Schülerinnen und Schüler können an dieser Stelle das Be-

obachten der Vorgehensweisen und Strategien sein – auch mündliche Äußerungen der Schü-

lerinnen und Schüler zum Bearbeitungsprozess dienen diesem Zwecke. 

2.3.4 Wissen um Strategien 

Das Wissen um Vorgehensweisen und Strategien der Schülerinnen und Schüler ist ein weite-

rer wichtiger Bestandteil des professionellen Wissens von Lehrkräften in Bezug auf das Un-

terrichten der Inhalte Achsenspiegelung und Symmetrie. Erkenntnisse zu allgemeinen Stra-

tegien zum Lösen von Aufgaben mit geometrischen (und insbesondere auch raumgeometri-

schen) Inhalten können auf Strategien zum Lösen von Achsenspiegelungs- und Symmetrie-

aufgaben übertragen werden. 

Allgemein gesprochen werden zwei Strategien unterschieden: Die holistische Strategie (oder 

auch whole approach) und die analytische Strategie (auch part approach) (Barratt 1953; 

Cooper 1976; Schultz 1991; Just & Carpenter 1985). Ein holistisches Vorgehen beim Lösen 

einer Aufgabe bedeutet, dass das geometrische Objekt als Ganzes betrachtet wird. Unter einer 

analytischen Strategie wird hingegen verstanden, wenn im Lösungsprozess Teile des Objektes 

zur Lösungsfindung einzeln betrachtet und miteinander in Beziehung gesetzt werden.  

Diese Vorgehensweisen lassen sich auch auf das Vorgehen beim Lösen von Aufgaben zur 

Achsenspiegelung und Achsensymmetrie übertragen. Qualitative Beobachtungen der Lö-

sungsprozesse von Schülerinnen und Schülern identifizierten sowohl holistische, analytische 

als auch semi-analytische Vorgehensweisen (Grenier 1985b; Tahri 1993; Lima 2006; Ramful et 

al. 2015.; siehe auch Küchemann 1981). Gehen die Schülerinnen und Schüler bei der Achsen-

spiegelung holistisch vor, so wird die Figur als Ganzes gesehen und gespiegelt. Häufig gehen 

damit auch Vorstellungen des Faltens oder des Spiegelns einher, um abzuschätzen, an welcher 

Stelle die Spiegelfigur liegt (Tahri 1993; Lima 2006). Dieses Vorgehen ist insbesondere auch 

bei Schulanfängerinnen und -anfängern zu vermuten, die Aufgabenstellungen besser lösen, 

bei denen sie die Gesamtfigur erkennen (Höglinger & Senftleben 1997; Kurina, Ticha & Hos-

pesova 1996). Bei einer analytischen Vorgehensweise werden die Eigenschaften der Achsen-

spiegelung auf jeden Punkt bzw. auf charakteristische Punkte der Figur angewandt, um auf 

diese Weise alle Punkte der Bildfigur zu erzeugen. Ein semi-analytisches Vorgehen kann als 

Kombination aus analytischem und holistischem Vorgehen gesehen werden. Dieses Vorgehen 

wird von Autorinnen und Autoren bei fehlerhaften Lösungen von Schülerinnen und Schülern 

im Alter von 13 bis 15 Jahren identifiziert – sowohl bei Aufgaben zur Achsenspiegelung von 
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Strecken bzw. Fahnen (Küchemann 1981; Grenier 1985b) als auch bei komplexeren ebenen 

Figuren (Tahri 1993; Lima 2006; Ramful et al. 2015). Gemein ist den oben beschriebenen Vor-

gehensweisen, dass zunächst ein Punkt (oder eine Strecke) an der Achse korrekt gespiegelt 

wird (analytischer Teil der Vorgehensweise) und vom Spiegelbild dieses Punktes (dieser Stre-

cke) ausgehend, dann der Rest der Figur fertiggezeichnet wird (holistischer Teil der Vorge-

hensweise), ohne einen weiteren Punkt korrekt zu spiegeln (Küchemann 1981; Lima 2006).  

2.4 Diagnostisches Wissen mit dem Fokus auf das Unterrichten von Symmetrie und 

Achsenspiegelung 

Bisher beschriebene Facetten des professionellen Wissens von Lehrerinnen und Lehrern wur-

den hinsichtlich des Unterrichtens von Symmetrie und Achsenspiegelung fachspezifisch auf-

gearbeitet. Um fachlich fundierte und pädagogisch sinnvolle diagnostische Urteile über die 

Schülerinnen und Schülern zu unterschiedlichen Lernzeitpunkten zu treffen, muss sowohl 

Wissen aus fachspezifischen Facetten professionellen Wissens (fachdidaktisches Wissen, fach-

liches Wissen, curriculares Wissen) als auch fachübergreifendes Wissen (pädagogisch-psycholo-

gisches und allgemein-didaktisches) herangezogen werden (vgl. Abschnitt 1.2.4, Abbildung 2, 

S. 32).  

Das fachliche, das fachdidaktische, das pädagogisch-psychologische sowie das curriculare 

Wissen von Lehrerinnen und Lehrern haben Einfluss auf die Qualität diagnostischer Prozesse 

der Unterrichtsgestaltung und darauf, ob ausgehend von einem Ist-Zustand durch pädago-

gisch-fachdidaktische Entscheidungen ein Soll-Zustand erreicht wird. Auf diese Weise kann 

eine differenzierte Diagnostik, bezogen auf die Leistungsentwicklung der Schülerinnen und 

Schüler, stattfinden (Wollring 2006). Betrachtet man diagnostisches Wissen, welches im Kon-

text des Unterrichtens der Inhalte Symmetrie und Achsenspiegelung auf Seiten der Lehrkräfte 

benötigt wird, so muss Wissen fachübergreifender und fachspezifischer Facetten professio-

nellen Wissens ineinandergreifen – insbesondere, wenn es darum geht, Fehler der Schülerin-

nen und Schüler einzuordnen. Die Ursache eines Fehlers bei der Achsenspiegelung beispiels-

weise könnte sowohl fachspezifisch (bspw. auf das Verständnis des Abstandes von Punkt und 

Bildpunkt bezogen) oder aber auch fachübergreifend (bspw. auf die motorischen Fähigkeiten 

bezogen) zu suchen sein. In dieser diagnostischen Situation muss somit der Fehler vor dem 

Hintergrund des Individuums „Schülerin bzw. Schüler“ nicht nur unter Gesichtspunkten des 

fachlichen Wissens, sondern unter fachübergreifenden Aspekten betrachtet werden, um im 
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Unterricht entsprechende Förderprozesse bzw. weitere diagnostische Prozesse anleiten zu 

können. 

2.4.1 Pädagogisch-psychologische Bezüge des diagnostischen Wissens im Kontext Sym-

metrie und Achsenspiegelung 

Pädagogisch-psychologisches Wissen ist auch in fachspezifischen Kontexten von Bedeutung. 

Dazu muss dieses Wissen auf den fachspezifischen Kontext angewandt und zur Diagnostik 

herangezogen werden. Pädagogisch-psychologisches Wissen, das im fachspezifischen Kon-

text Symmetrie und Achsenspiegelung benötigt wird, dient insbesondere der Abklärung von 

Lernvoraussetzungen und Lernvorgängen bzw. es trägt dazu bei, pädagogisch fachdidaktische 

Entscheidungen im Unterricht zu treffen (vgl. Abbildung 2). 

Folgende Inhalte pädagogisch-psychologischen Wissens werden für die Mathematikleistung 

im Allgemeinen und im Speziellen für die Leistung im Inhaltsbereich Symmetrie und Achsen-

spiegelung als relevant betrachtet: 

• Wissen zur kognitiven Entwicklung. Das Wissen zur kognitiven Entwicklung in der 

frühen und mittleren Kindheit ist bedeutendes Wissen für Grundschullehrkräfte, um 

allgemeine wie auch fachspezifische Lernvoraussetzungen und Lernvorgänge der Schü-

lerinnen und Schüler besser einschätzen zu können. Zwei der theoretischen Grundle-

gungen sollen im Folgenden kurz erläutert und deren Bedeutung für den Geometrieun-

terricht hervorgehoben werden. Nach der Theorie der kognitiven Entwicklung (Piaget & 

Inhelder 1971, 1972; vgl. auch zur Oeveste 1987) entstehen kognitive Strukturen aus dem 

Ergebnis der Interaktion von Assimilation und Akkommodation, wodurch sich das Ge-

hirn entwickelt und fortwährend neue Erfahrungen macht. Dabei durchläuft das Kind 

vier Entwicklungsstufen: Die sensu-motorische, die präoperationale, die konkret-ope-

rationale und die formal-operationale Stufe bzw. Phase. Jede dieser Entwicklungsstufen 

ist gekennzeichnet durch eine qualitativ andere Art des Denkens. Im Grundschulalter 

(frühe und mittlere Kindheit) spielen insbesondere zwei Phasen eine Rolle: Mit Eintritt 

in die Grundschule befinden sich die Kinder auf der Stufe des präoperationalen Den-

kens, welches durch symbolisches, aber noch nicht formal-logisches Denken gekenn-

zeichnet ist. Im Laufe der ersten Schuljahre findet eine Entwicklung hin zu einem besser 

organisierten, strukturierteren Denken statt (konkret-operationale Phase). Die formal-

operationale Phase wird meist in der Grundschule nicht erreicht. Wissen um die Stufen 

der kognitiven Entwicklung ist bei Begriffsbildungsprozessen im Bereich der Symmetrie 
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und Achsenspiegelung ist hilfreich bei der Interpretation von Fehlern der Schülerinnen 

und Schüler. Treten Fehler oder Verständnisschwierigkeiten systematisch bei allen 

Schülerinnen und Schülern einer Klasse auf, so kann der Fehler eines Kindes unter Um-

ständen nicht allein auf das inhaltliche Verständnis, sondern auch auf die allgemeine 

kognitive Entwicklung der Schülerinnen und Schüler einer Jahrgangsstufe zurückzu-

führen sein.  

Neuere theoretische Ansätze der Informationsverarbeitung betrachten den menschlichen 

Verstand als ein System, durch das Information fließt und das Symbole organisiert und 

reorganisiert (Munakata 2006). Anders als bei Piaget, der sich auf eine Gesamtverände-

rung der Kognition im Sinne von Stufen konzentrierte, beschreibt der Informationsver-

arbeitungsansatz voneinander getrennte Aspekte des Denkens. Diese durchlaufen – je-

der für sich – eine kontinuierliche Entwicklung und Verbesserung. Dazu zählen Aspekte 

der Wahrnehmung (auch Aufmerksamkeit), der Gedächtnisleistung (Kurzzeit-, Lang-

zeit- und Arbeitsgedächtnis) und Fähigkeiten zur Problemlösung (wie u. a. auch Me-

takognition). In der frühen und mittleren Kindheit macht die kognitive Entwicklung 

große Schritte in einigen dieser Aspekte. Darunter fällt insbesondere die Kapazität des 

Arbeitsgedächtnisses und das bewusste flexiblere Ausrichten der Aufmerksamkeit bei-

spielsweise bei spezifischen Aufgabenstellungen. Jeder dieser Fortschritte trägt in ent-

scheidendem Maße zum Lernen in der Schule bei (für einen Überblick siehe Berk (2020)). 

Wissen aus theoretischen Ansätzen der Informationsverarbeitung kann helfen, allge-

meine Lernschwierigkeiten, die nicht auf das inhaltliche Verständnis der Symmetrie 

und Achsenspiegelung zurückzuführen sind, aufzudecken und ggf. entsprechende diag-

nostische Tests (bspw. zur Informationsverarbeitung) durchzuführen. 

• Wissen zur Entwicklung motorischer Fähigkeiten. Wissen über die Entwicklung 

der Feinmotorik ist im Geometrieunterricht der Grundschule grundlegendes pädago-

gisch-psychologisches Wissen. Unter Feinmotorik werden koordinierte und meist klein-

räumige Bewegungen einzelner Körperteile, vor allem der Hände verstanden (bspw. 

Krombholz 1985; für einen Überblick zur motorischen Entwicklung siehe Blischke 

(2010)). Feinmotorische Fähigkeiten sind insbesondere beim Führen von Mal- und Zei-

chenwerkzeugen – wie dies auch beim geometrischen Zeichnen der Fall ist – wichtig. 

Sind diese Fähigkeiten noch nicht ausreichend ausgeprägt, so können möglicherweise 

fehlerhafte Lösungen oder Ungenauigkeiten entstehen. Dieses Wissen zur Lernaus-

gangslage und zu den Lernvorgängen bezüglich der motorischen Entwicklung ist bei 
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der Interpretation von Fehlern von Schülerinnen und Schülern wertvoll: Ein Fehler bei 

der Achsenspiegelung z. B. ist möglicherweise nicht immer auf mangelndes inhaltliches 

Verständnis der Symmetrie und Achsenspiegelung zurückzuführen, sondern kann auch 

durch mangelnde feinmotorische Fähigkeiten bedingt sein. 

• Wissen zur Entwicklung der visuellen Wahrnehmung. Die visuelle Wahrneh-

mung kann in verschiedene Bereiche aufgegliedert werden. Diese Bereiche stellen nicht 

zuletzt Vorläuferfertigkeiten bei der Entwicklung der Raumvorstellung dar. Im Unter-

richtskontext Symmetrie und Achsenspiegelung lassen sich v.a. zwei Bereiche der visu-

ellen Wahrnehmung als bedeutsam charakterisieren, weshalb sie in diagnostischen Pro-

zessen mitbedacht werden sollten: Die Figur-Grund-Unterscheidung und die visuo-mo-

torische Koordination. Unter der Figur-Grund-Unterscheidung wird die elementare Fä-

higkeit verstanden, „Figuren vor einem Hintergrund bzw. eingebettete Teilfiguren einer 

Gesamtfigur zu erkennen“ (Franke & Reinhold 2016, S. 55). Diese Fähigkeit wird sowohl 

bei der Achsenspiegelung benötigt (bspw., wenn Figuren auf Kästchengitter gegeben 

sind) als auch bei der Bearbeitung von Aufgaben zum Erkennen von Symmetrie (bspw. 

bei der Identifikation kongruenter Teilfiguren). Die visuo-motorische Koordination als 

koordinatives Zusammenspiel zwischen Auge und Hand ist bei vielen Aufgaben im Be-

reich der Geometrie und insbesondere auch bei der Achsenspiegelung und Symmetrie 

Voraussetzung, um zeichnerische Aufgabenstellungen korrekt zu lösen (siehe auch fein-

motorische Entwicklung).  

• Wissen zur Raumvorstellung. Wissen zur Raumvorstellung, welches handlungslei-

tender Diagnostik zuträglich ist, lässt sich in zwei Bereiche einteilen: Wissen um Teil-

komponenten der Raumvorstellungen und Wissen um die Entwicklung der Raumvor-

stellung. Der Einfluss der Raumvorstellung auf die Mathematikleistung von Schülerin-

nen und Schülern ist in unterschiedlichen Studien erforscht und nachgewiesen worden, 

wie bspw. der Zusammenhang einzelner Teilkomponenten des räumlichen Vorstel-

lungsvermögens mit der Mathematikleistung (bspw. Klieme 1986; Büchter 2011; Manger 

& Eikeland 1998). Klieme, Reiss und Heinze (2003) stellten in ihrer Untersuchung räum-

liche Fähigkeiten von Schülerinnen und Schülern als Prädiktor für geometrische Kom-

petenzen heraus. Hohe Fähigkeiten in den Teilkomponenten des räumlichen Vorstel-

lungsvermögens „Visualization“, „räumliche Beziehungen“ oder „mentale Rotation“ kön-

nen beim Lösen von Aufgaben zur Symmetrie und Achsenspiegelung unterstützen. Leh-

rerinnen und Lehrer benötigen dieses Wissen bei der Interpretation der Lösungen bzw. 
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der Bearbeitungsprozesse von Aufgaben zum Einzeichnen von Symmetrieachsen oder 

zur Achsenspiegelung, insbesondere bei der Einordnung von Aufgabenschwierigkeiten. 

Ist ein Kind bspw. in der Lage, sich den Vorgang des Faltens im Kopf vorzustellen, also 

sich eine Bewegung vorzustellen bzw. zu visualisieren (vgl. Thurstone 1950; auch 

Lohman 1979; Maier 1999), so kann es vermutlich leicht herausfinden, wo eine Bildfigur 

nach der Spiegelung an einer Achse zu liegen hat.  

Die Entwicklung räumlicher Fähigkeiten bei Kindern hängt eng mit der Entwicklung 

geistiger Fähigkeiten zusammen (vgl. Piaget & Inhelder 1971, 1972). Piaget beschreibt 

die Stufen der Entwicklung des räumlichen Denkens in vier Stufen bzw. Phasen (siehe 

oben). Räumliche Vorstellungen werden dabei durch konkretes Handeln schrittweise 

aufgebaut. Im Verlauf dieser kognitiven Entwicklung beim Kind unterscheiden Piaget 

und Inhelder drei aufeinander aufbauende Formen räumlicher Beziehungen: Topologi-

sche, projektive und euklidische Beziehungen (für einen Überblick siehe Franke und 

Reinhold 2016). Das Wissen um diese Entwicklungsstufen kann für Lehrerinnen und 

Lehrer eine direkte Handlungsunterstützung darstellen, da Lernvoraussetzungen, Lern-

vorgänge und Lernergebnisse, wie sie sich beispielsweise in bestimmten Fehlern äu-

ßern, vor dem Hintergrund der Fähigkeit zur Raumvorstellung interpretiert werden 

müssen. Werden gewisse Fehler systematisch in einer Jahrgangsstufe diagnostiziert, so 

wäre eine mögliche Konsequenz für den Unterricht, beispielsweise Material derart ein-

zusetzen, dass dadurch die Leistungsentwicklung der Schülerinnen und Schüler hin zu 

einer nächsten Entwicklungsstufe gefördert wird. 

In gleicher Weise wie pädagogisch-psychologisches Wissen muss auch fachdidaktisches Wissen 

in Diagnoseprozessen herangezogen werden, um fachspezifische Lernvorgänge und Lerner-

gebnisse interpretieren zu können und daraus entsprechende pädagogische bzw. diagnosti-

sche Entscheidungen abzuleiten.  

2.4.2 Fachdidaktische Bezüge diagnostischen Wissens im Kontext Symmetrie und Achsen-

spiegelung 

Fachdidaktisches Wissen, welches handlungsleitend in diagnostischen Situationen in Bezug 

auf den Inhaltsbereich Symmetrie und Achsenspiegelung von Bedeutung ist, ist überwiegend 

Wissen, das hilft, inhaltliche Äußerungen der Schülerinnen und Schüler (wie beispielsweise 

Fehler) aus fachspezifischer Sicht (vgl. Abbildung 2, S. 32) einzuordnen: 
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• Wissen um Fehler bei der Symmetrie und Achsenspiegelung. Fachdidaktisches 

Wissen um spezifische Fehler, die bei Aufgaben zur Symmetrie und Achsenspiegelung 

auftreten (vgl. Abschnitte 3.3.2 und 3.3.3) ist notwendig, um ausgehend von diesen Feh-

lern den Lernstand einer Schülerin bzw. eines Schülers in den Erwerb des Symmetrie-

verständnisses einordnen zu können. Im Rahmen (förder-)diagnostischer Maßnahmen 

können auf Basis dieses Wissens pädagogisch-fachdidaktische Entscheidungen (bspw. 

das Erstellen neuer Aufgaben) getroffen werden, die zu einer optimierten Passung von 

Aufgaben und dem Lernstand der Schülerinnen und Schüler führen. 

• Wissen um die Stufen der Entwicklung des Symmetrieverständnisses sowie des 

Begriffserwerbs (vgl. Abschnitt 2.3.1.1). Dieses Wissen gibt aus diagnostischer Sicht 

Auskunft über den Lernstand eines Kindes – insbesondere darüber, auf welcher Stufe 

des Begriffsverständnisses es sich befindet. Daraus lassen sich individuell angepasste 

Fördermaßnahmen ableiten. Befindet sich ein Kind bspw. noch auf einer stark hand-

lungsgebundenen Stufe des Symmetrieverständnisses (vgl. Abschnitt 2.3.1.1), so bietet 

es sich an, pädagogische bzw. diagnostische Maßnahmen dementsprechend anzupassen 

und ausgehend vom aktuellen Lernstand des Kindes, zunächst einmal über zeichne-

risch-kinematische Zugänge die Loslösung von Handlungen anzubahnen. 

• Wissen um Aufgabenmerkmale und -schwierigkeiten in den Bereichen Sym-

metrie und Achsenspiegelung (vgl. Abschnitte 2.3.2 und 2.3.3). Lernergebnisse, wie 

bspw. Fehler bei der Achsenspiegelung, können mit Hilfe präzisen Wissens zu Aufga-

benmerkmalen und -schwierigkeiten identifiziert und interpretiert werden. Ebenso ist 

dieses Wissen elementar, um bspw. im Rahmen fachdidaktischer Entscheidungen Test-

aufgaben gezielt auszuwählen und in ihrem Schwierigkeitsgrad zu variieren. Auf diese 

Weise können Aussagen zum individuellen Leistungsstand getroffen werden und da-

rauf aufbauend differenzierte Fördermaßnahmen eingeleitet werden. 

• Wissen um Strategien bei der Lösung von Aufgaben mit räumlichem Gehalt 

(vgl. Abschnitt 2.3.4). Strategien beschreiben Lernvorgänge bzw. Lösungsprozesse von 

Schülerinnen und Schülern. Sie sind inter- und intraindividuell unterschiedlich und 

können je nach Anforderungssituation variieren (u. a. Putz-Osterloh 1977; Köller, Rost 

& Köller 1994; Schultz 1991; für einen Überblick siehe Grüßing (2012)). Fachdidaktisches 

Wissen zu Strategien kann zu diagnostischen Zwecken genutzt werden: Die Analyse, 

der von den Schülerinnen und Schülern angewandten Strategien, kann eine Erklärung 
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für einen Fehler geben oder Rückschlüsse auf möglicherweise wenig tragfähige Lö-

sungsstrategien bei der Aufgabenbearbeitung erlauben. 

• Wissen zum Einsatz von Arbeitsmitteln. Die Arbeit mit räumlich-geometrischen 

Aufgabenstellungen – wie es auch Aufgaben aus dem Inhaltsbereich Symmetrie und 

Achsenspiegelung sind – erfordert immer einen hohen Grad der Aktivierung mentaler 

Bilder. Tätigkeiten an Arbeitsmitteln dienen der Verinnerlichung von Handlungen (Pi-

aget & Inhelder 1971) und tragen so zur Entwicklung räumlicher Fähigkeiten bei. Ar-

beitsmitteln kommt bei der Erarbeitung eines Symmetrieverständnisses eine entschei-

dende Rolle zu (vgl. Abschnitt 2.3.1.2). Wissen um geeignete Arbeitsmittel und Materi-

alien, die bei der Erarbeitung des Symmetriebegriffes eingesetzt werden können (Falt-

schnitte, Geobretter, Klecksbilder etc.) ist somit wichtig, um angemessene (Förder-) 

Maßnahmen auszuwählen. 

Die beschriebenen Inhalte fachübergreifender und fachspezifischer Facetten professionellen 

Wissens tragen dazu bei, Wissen über das mathematische Denken, die Lernfortschritte und 

die Einschätzung von Lernschwierigkeiten bzw. Fehler der Schülerinnen und Schüler zu er-

kennen und zu erfassen. Informationen zum Denken einzelner Schülerinnen und Schüler las-

sen wiederum eine differenzierte Diagnostik bezogen auf die Leistungsentwicklung des Indi-

viduums „Schülerin bzw. Schüler“ zu (vgl. Baumert & Kunter 2011; Shulman 1987; vgl. auch 

Schrader 2013). 

2.4.3 Curriculare Bezüge zum diagnostischen Wissen im Kontext Symmetrie und Achsen-

spiegelung 

Curriculares Wissen weist ebenso einen fachspezifischen Bezug zum diagnostischen Wissen 

auf. Das curriculare Wissen spielt weniger bei der Analyse dessen, was Schülerinnen und 

Schüler bereits können (Ist-Zustand) eine Rolle, vielmehr orientiert sich der Soll-Zustand an 

curricularen Vorgaben (vgl. Abbildung 2, S. 32). Der Soll-Zustand, also das fachliche Lernziel, 

an dem sich pädagogisch-fachdidaktische, diagnostische Leistungen orientieren, wird defi-

niert durch curriculare Vorgaben wie den Inhalten der Kerncurricula und Bildungsstandards 

(vgl. Unterkapitel 2.1). Geht es darum, passgenaue diagnostische Entscheidungen zu treffen, 

so ist auf Seite der Lehrerinnen und Lehrer curriculares Wissen im Inhaltsbereich Symmetrie 

und Achsenspiegelung notwendig. Über die Einordnung der Lernausgangslage in Bezug auf 

fachliche Lernziele im Bereich Symmetrie und Achsenspiegelung können im Sinne eines 

nächsten Entwicklungsschrittes entsprechende pädagogische Maßnahmen ergriffen werden. 
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Bezogen auf Fehler bei der Achsenspiegelung in Jahrgangsstufe 3 bedeutet dies, dass die Lehr-

kraft den Fehler der Schülerin bzw. des Schülers in Bezug dazu setzen muss, was die Schülerin 

bzw. der Schüler am Ende der Jahrgangsstufe 4 an Kompetenzen erreichen sollte (vgl. bspw. 

Bildungsstandards). Dieses Wissen muss dann genutzt werden, um fachdidaktisch angemes-

sene diagnostische Maßnahmen zu ergreifen vor dem Hintergrund, das Können des Individu-

ums „Schülerin bzw. Schüler“ mit den Zielvorgaben ein Einklang zu bringen.  

 

Aus diesem Abschnitt wird deutlich, in welchem Umfang diagnostisches Wissen facetten-

übergreifend zu verorten ist und, dass weder allgemein-pädagogisches noch fachspezifisches 

Wissen allein ausreicht, um passgenaue Entscheidungen zu treffen (vgl. auch Abbildung 2, 

S. 32). Auf die Schülerinnen und Schüler passgenau abgestimmte pädagogische und fachdi-

daktische Entscheidungen, die zu einem anschlussfähigen Unterrichten von Achsenspiege-

lung und Symmetrie führen, können nur getroffen werden, wenn Wissen verschiedener Fa-

cetten professionellen Wissens miteinander verknüpft wird und bei der Beurteilung des Indi-

viduums ineinandergreift bzw. abgewägt wird. 
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3 Forschungsdesiderate bezüglich des inhaltsspezifischen professio-

nellen Wissens von Lehrkräften zu Symmetrie und Achsenspiege-

lung im Unterricht der Grundschule 

Die bisherigen Kapitel dieser Arbeit dienten dem Zweck, wichtige Facetten professionellen 

Wissens von Lehrkräften im Zusammenhang mit dem fachspezifischen Unterrichten heraus-

zuarbeiten und für den Inhaltsbereich Symmetrie und Achsenspiegelung in der Grundschule 

zu präzisieren. Abbildung 1 (S. 18) verdeutlicht grafisch die Vielschichtigkeit der inhaltsspe-

zifischen Wissensgrundlagen für das Unterrichten. Erkenntnisse, auf die Lehrerinnen und 

Lehrer zurückgreifen können, um den Inhaltsbereich Symmetrie und Achsenspiegelung an-

schlussfähig zu unterrichten und mathematikdidaktisch wertvolle Entscheidungen zu treffen 

bzw. Handlungen durchzuführen, sind in Ansätzen bereits vorhanden. Dennoch sind die Er-

kenntnisse zu einzelnen Wissensfacetten nicht immer grundschulspezifisch ausdifferenziert 

und allgemein noch zu wenig präzise. Darüber hinaus sind die Ergebnisse einzelner Studien 

noch zu wenig belastbar. Aus diesem Grund befasst sich vorliegende Arbeit zentral mit der 

Frage, welches Wissen auf Seiten der Lehrkräfte notwendig ist, um in der Grundschule Un-

terricht durchzuführen, der den Lernerfolg der Schülerinnen und Schüler im Inhaltsbereich 

Symmetrie und Achsenspiegelung positiv beeinflusst. 

3.1 Curriculares Wissen 

Wissen, über das Lehrerinnen und Lehrer in den einzelnen Facetten professionellen Wissens 

verfügen, ist handlungsleitend für Unterrichtsprozesse. Dabei dient curriculares Wissen als 

wichtige Wissensgrundlage zur Bestimmung des Erwartungshorizonts und der Lernziele in-

nerhalb des Inhaltsbereiches (vgl. Abschnitt 1.2.4). Des Weiteren ist dieses Wissen grundle-

gend, um im Unterricht der Grundschule die Lernausgangslage (als Wissen um vorhergegan-

gene Lernprozesse) einschätzen zu können. Außerdem dient curriculares Wissen der an-

schlussfähigen Gestaltung des Wissenserwerbs eines Inhaltsbereich im Hinblick auf nachfol-

gende Klassenstufen (innerhalb der Grundschule oder der Sekundarstufe) (vgl. Unterkapi-

tel 2.1). Curriculares Wissen wird im Rahmen von Bildungsstandards und Kerncurricula for-

muliert: Diese legen fest, welche Kompetenzen am Ende der jeweiligen Jahrgangsstufen bzw. 

Bildungsgänge erreicht werden sollen.  
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3.2 Fachliches Wissen 

Ebenso wie curriculares Wissen, ist auch fachliches Wissen von Lehrkräften Wissensgrund-

lage für das Unterrichten der Inhalte Symmetrie und Achsenspiegelung, um im Unterricht 

sinnvolle didaktische Entscheidungen zu treffen. Insbesondere der Zusammenhang der Ach-

senspiegelung mit verschiedenen Kongruenzabbildungen der Ebene (vgl. Abschnitt 2.2.2) ist 

eine wichtige Wissensgrundlage, die für das Unterrichten in der Grundschule sowie in den 

weiterführenden Schulen von Bedeutung ist. Dieses Wissen wird überwiegend im Ausbil-

dungsgang an der Universität erworben. Fachliche Inhalte der Geometrie werden dabei in der 

Regel in den fachmathematischen Vorlesungen und Seminaren des jeweiligen Studiengangs 

vermittelt und variieren von Universität zu Universität. Diese fachmathematischen Veranstal-

tungen sind oft nicht nur für Studierende des Lehramts an Grundschulen, sondern auch für 

Studierende anderer Lehrämter oder für Studierende der Fachmathematik geöffnet. Konkrete 

Verknüpfungen der fachmathematisch-geometrischen Grundlagen mit der Geometriedidak-

tik bzw. mit konkreten geometrischen Inhalten der Grundschule oder der Sekundarstufe I 

werden oftmals nicht ausreichend explizit angesprochen.  

 

Forschungsdesiderat 1 

Die Anschlussfähigkeit des in der Grundschule erworbenen Wissens ist eines der 

Kernanliegen der Mathematikdidaktik – sowohl in der Ausbildung von Lehrerinnen 

und Lehrern als auch in der mathematikdidaktischen Forschung. Um im Geometrie-

unterricht der Grundschule die Themen Symmetrie und Achsenspiegelung an-

schlussfähig unterrichten zu können, werden wissenschaftlich fundierte Erkennt-

nisse zum curricularen Aufbau von Inhalten benötigt. 

Forschungsdesiderat 2 

Die Ausbildung von Grundschullehrerinnen und -lehrern beinhaltet in der Regel 

fachmathematische und mathematikdidaktische Inhalte. Mathematische Inhalte 

werden dabei häufig in fachmathematischen Veranstaltungen vermittelt. Es werden 

Erkenntnisse dazu benötigt, wie die für das Unterrichten notwendigen fachlich-ge-

ometrischen Inhalte mit geometriedidaktischen Inhalten in der Ausbildung von 

Grundschullehrkräften sinnvoll verknüpft werden können, um Lehrkräften eine Ba-

sis für kompetentes unterrichtliches Handeln zu liefern. 
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3.3 Fachdidaktisches Wissen 

Als zentrale Wissensfacette wurde das fachdidaktische Wissen herausgearbeitet. Bereits vor-

handene Wissensgrundlagen fachdidaktischen Wissens mit dem Fokus auf Symmetrie und 

Achsenspiegelung wurden in Unterkapitel 2.3 detailliert dargestellt. Dieses vorhandene fach-

didaktische Wissen ist nicht immer grundschulspezifisch: Während hingegen Wissen zur Se-

quenzierung der Unterrichtsinhalte (u. a. zu den Stufen des Begriffsverständnisses) detailliert 

vorhanden ist, liegt Wissen zu Aufgabenspezifika im Gegensatz dazu in der Grundschule und 

deren Schwierigkeiten nur vereinzelt vor.  

Zur Auswahl bestimmter Aufgaben und deren Einsatz im Unterricht ist zum einen fachdidak-

tisches Wissen zu spezifischen Aufgabenmerkmalen sowie auch zu möglichen Fehlern, die 

bei diesen Aufgaben auftreten, notwendig. Studien zu schwierigkeitsgenerierenden Merkma-

len bei der Achsenspiegelung wurden überwiegend im Bereich der Sekundarstufe I (Schüle-

rinnen und Schüler im Alter von 11 bis 15 Jahren) durchgeführt (Küchemann 1981; Grenier 

1985a, 1985b). Studien im Vor- und Grundschulalter fokussieren überwiegend Achsenspiege-

lungen, bei denen eine Figur zu einer achsensymmetrischen Figur ergänzt werden soll, nicht 

jedoch Achsenspiegelungen, die zu zwei kongruenten Figuren führen (Schmidt 1986; Höglin-

ger & Senftleben 1997; Genkins 1978). Die genannten Studien, die Achsenspiegelungen fokus-

sieren, die zu zwei kongruenten Figuren führen, beinhalteten überwiegend die Spiegelung 

von Punkten, Strecken und Fahnen, nicht jedoch von geschlossenen Figuren, wie es die Cur-

ricula der Primarstufe vorsehen. Erste Rückschlüsse auf schwierigkeitsgenerierende Merk-

male von Aufgaben in der Grundschule können aus diesen Ergebnissen gewonnen werden, 

doch liegt dieses Wissen nicht systematisch vor und dient somit bislang nur sehr einge-

schränkt als fachdidaktische Wissensgrundlage für Grundschullehrkräfte.  

 

Forschungsdesiderat 3 

Wissen um Aufgabenmerkmale ist elementar, um ein anschlussfähiges Verständ-

nis von Achsenspiegelung im Geometrieunterricht der Grundschule aufzubauen. 

Ein Anliegen muss es sein, systematisches fachdidaktisches Wissen zu schwierig-

keitsgenerierenden Merkmalen von geschlossenen Figuren (Untergrund, Figuren-

merkmale, Lage zur Achse, ...) und deren Ausprägungen zu generieren, um diese 

Anschlussfähigkeit zu gewährleisten. 
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Wissen, das zu Fehlern bei der Achsenspiegelung von Schülerinnen und Schülern im Grund-

schulalter vorliegt, bezieht sich überwiegend auf Erkenntnisse zu Fehlern beim Vervollstän-

digen von der Achse anliegenden Figuren (Höglinger & Senftleben 1997). Bisherige Studien 

zu typischen Fehlern von Schülerinnen und Schülern bei Achsenspiegelungen, die zu zwei 

kongruenten Figuren führen, identifizieren typische Fehler im Alter von 11 bis 15 Jahren (Kü-

chemann 1981; Grenier 1985a, 1985b; Denys & Grenier 1986; Lima 2006). Es ist jedoch nicht 

empirisch erwiesen, dass dieses Wissen über Fehler auf Schülerinnen und Schüler der Grund-

schule übertragen werden kann. 

 

Die Erarbeitung eines Symmetrieverständnisses erfolgt durch Aufgaben zur Achsenspiege-

lung und durch Aufgaben zur Achsensymmetrie. Neben fachdidaktischem Wissen zu schwie-

rigkeitsgenerierenden Merkmalen bei Aufgaben zur Achsenspiegelung ist auch Wissen um 

Merkmale von Aufgaben notwendig, welche einen Einfluss auf das Erkennen der Eigenschaft 

der Achsensymmetrie bzw. auf das Einzeichnen von Symmetrieachsen haben. Bisherige 

Studien liefern Hinweise auf Merkmale von Aufgaben, die das Erkennen einer Figur als 

achsensymmetrisch bzw. das Einzeichnen von Symmetrieachsen beeinflussen. Die 

Ausrichtung der Symmetrieachse ist eines der Aufgabenmerkmale, welches als umfassend 

empirisch untersucht bezeichnet werden kann (Bornstein et al. 1981; Fisher et al. 1981; 

Bornstein & Stiles-Davis 1984). Inwieweit hingegen weitere Aufgabenmerkmale (wie bspw. 

die Symmetrie der Figur, die Anzahl der Symmetrieachsen, etc.), die Bearbeitung von 

Aufgaben zum Erkennen von Achsensymmetrie bzw. zum Einzeichnen von Symmetrieachsen 

beeinflussen, ist bisher noch nicht wissenschaftlich belegt (vgl. Xistouri 2007; Genkins 1978; 

Schmidt 1986; Grohe 2011). Ebenso steht nur wenig fachdidaktisches Wissen zu typischen 

Fehlern bei Aufgaben zum Erkennen von Achsensymmetrie und dem Einzeichnen von Sym-

metrieachsen zur Verfügung. Erste Erkenntnisse lassen vermuten, dass es typische Fehler 

Forschungsdesiderat 4 

Fehler sind eines der zentralen Diagnoseinstrumente für Lehrkräfte, um Rück-

schlüsse auf Schwierigkeiten der Schülerinnen und Schüler zu ziehen und entspre-

chende pädagogisch-fachdidaktische Maßnahmen abzuleiten. Ein weiteres Anliegen 

der Fachdidaktik muss es daher sein, Wissen über mögliche typische Fehler bei Ach-

senspiegelungen zu schaffen, um diese bei der Unterrichtsplanung, -gestaltung und 

-evaluation zu berücksichtigen und bei der Diagnostik des Lernstandes einordnen 

zu können. 
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gibt, die häufiger auftreten als andere. Darunter fallen beispielsweise das Identifizieren einer 

punktsymmetrischen Figur als achsensymmetrisch oder das Einzeichnen der Diagonalen oder 

der Parallelen durch die Seitenmitten bei punktsymmetrischen Figuren (Genkins 1978; 

Schmidt 1986; Grohe 2011).  

 

3.4 Diagnostisches Wissen 

Ein Teil des fachdidaktischen Wissens, das gleichermaßen eine Grundlage für diagnostische 

Leistungen darstellt, ist das Wissen um das Denken der Schülerinnen und Schüler (siehe Un-

terkapitel 2.4; vgl. auch Baumert & Kunter 2011). Wissen über das mathematische Denken 

von Schülerinnen und Schülern ist im Unterricht von großer Bedeutung, um Lernprozesse 

anzuleiten, Material entsprechend einzusetzen und Fehlvorstellungen vorzubeugen. Informa-

tionen zum Denken der Schülerinnen und Schüler können insbesondere aus dem Beobachten 

der Kinder in den entsprechenden Unterrichtssituationen gewonnen werden. Aus bisherigen 

Studien können bereits erste Vermutungen auf das mathematische Denken der Schülerinnen 

und Schüler bezüglich der Achsensymmetrie und Achsenspiegelung angestellt werden. Zum 

einen geben Studien zu Strategien von Schülerinnen und Schülern beim Lösen raumgeomet-

rischer Aufgaben erste Hinweise auf individuelle Unterschiede im Denken der Schülerinnen 

und Schüler (vgl. Abschnitt2.3.4). Zum anderen ist fachdidaktisches Wissen zu bestimmten 

Fehlern und Fehlvorstellungen bezogen auf Symmetrie und Achsenspiegelung Grundlage, um 

diagnostische Handlungen zu ermöglichen (vgl. Abschnitt 1.2.4). Erkenntnisse zu Fehlvorstel-

lungen werden am Rande einiger Forschungsarbeiten thematisiert. Darunter fallen beispiels-

weise das Ergänzen der Figur dem Weltwissen entsprechend (Höglinger & Senftleben 1994), 

die Spiegelung der Figur „auf die andere Seite“ (Küchemann 1981; Ramful et al. 2015) und die 

Verlängerung eines Objektes über die Achse hinweg (Grenier 1985a; Küchemann 1981). Diese 

Forschungsdesiderat 5 

Die Auswahl geeigneter Aufgabenstellungen für den Erwerb eines Symmetriever-

ständnisses kann nicht willkürlich geschehen, sondern muss sich auf Wissen über 

Schwierigkeiten und Besonderheiten von Aufgaben zum Erkennen von Achsensym-

metrie bzw. zum Einzeichnen von Symmetrieachsen stützen. Fachdidaktisches Wis-

sen zum Einfluss von Aufgabenmerkmalen auf das Erkennen von Achsensymmetrie 

bzw. das Einzeichnen von Symmetrieachsen in ebene Figuren in der Grundschule 

sowie zu typischen Fehlern, ist dazu notwendig.  
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Fehlvorstellungen zeigten sich überwiegend in Studien mit älteren Schülerinnen und Schü-

lern.  

 

Ausgehend von Wissen über Fehler und Fehlvorstellungen der Schülerinnen und Schüler 

stellt sich für die Unterrichtspraxis die Frage, wie – basierend auf diesem Wissen – ein kon-

struktiver Begriffserwerb erfolgen kann. In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage, wel-

ches didaktische Material und welche Aufgaben geeignet sind, um die Schülerinnen und Schü-

ler entsprechend ihrem Lernstand – also auch ihrer Fehler und Fehlvorstellungen entspre-

chend – zu fördern.  

 

Wissen zu grundschulspezifischen Aufgabenschwierigkeiten, zu Fehlern und zu Fehlvorstel-

lungen bei der Erarbeitung der Inhalte Symmetrie und Achsenspiegelung ist für Grundschul-

lehrerinnen und -lehrer elementar, um anschlussfähig und verständnisorientiert zu unterrich-

ten. Die hier vorliegende Arbeit nimmt sich zum Ziel, eine Wissensgrundlage zu schaffen, die 

dazu beiträgt, dieses lückenhafte grundschulspezifische Wissen, das beim Unterrichten der 

Inhalte Symmetrie und Achsenspiegelung als Teil des professionellen Wissens von Grund-

schullehrkräften gelten muss, zu präzisieren. 

Forschungsdesiderat 6 

Diagnostische Leistungen durch Lehrkräfte im Unterricht basieren auf dem Wissen 

um das Denken der Schülerinnen und Schüler (bspw. der Abklärung von Lernvor-

aussetzungen, Lernvorgängen, etc.). Detaillierteres Wissen über das Denken von 

Schülerinnen und Schülern der Grundschule während des Lösens von Aufgaben zu 

Symmetrie und Achsenspiegelung ist notwendig, insbesondere, um auftretende Feh-

ler nachvollziehen zu können und gezielte, an das Individuum angepasste, diagnos-

tische Maßnahmen zu ergreifen. 

Forschungsdesiderat 7 

Der Aufbau geometrischen Wissens erfolgt fortschreitend durch die Verinnerli-

chung von Handlungen (am Material) und die Entwicklung mentaler Bilder dieser 

Objekte. Ein adäquater Materialeinsatz, um Fehlern bzw. Fehlvorstellungen vorzu-

beugen bzw. ihnen entgegenzuwirken, kann als zentrales Handlungsziel des Geo-

metrieunterrichts in der Grundschule gesehen werden. Gezieltes Wissen darum, 

welches Material sich auf welche Art und Weise mit welchem Ziel einsetzen lässt, 

ist mathematikdidaktisch noch nicht hinreichend erforscht.  



72 

 

4 Forschungsschwerpunkte 

Im Rahmen dieser Arbeit erfolgt eine Schwerpunktsetzung bezüglich der in Kapitel 4 aufge-

zeigten Forschungsdesiderate. Detaillierte Ausführungen zu den im Folgenden genannten 

Forschungsschwerpunkten dieser Arbeit finden sich in den bereits publizierten Artikeln und 

werden im folgenden Kapitel lediglich kurz beschrieben. 

4.1 Forschungsschwerpunkt 1: Wissen zu Aufgabenmerkmalen im Bereich Symmet-

rie und Achsenspiegelung 

Im Rahmen dieses Forschungsschwerpunktes hinsichtlich des Wissens zu Aufgabenmerkma-

len im Bereich Symmetrie und Achsenspieglung werden überwiegend die Forschungsdeside-

rate 3, 4 und 5 adressiert. 

4.1.1 Merkmale von Aufgaben zur Achsenspiegelung und deren Ausprägungen 

Die aus den bisherigen Studien bekannten Merkmale, welche die Schwierigkeit von Aufgaben 

zur Achsenspiegelung beeinflussen, waren eher punktuell und erlaubten keine systemati-

schen Aussagen zu einer Abstufung einzelner Schwierigkeiten bei grundschulspezifischen 

Aufgaben zur Achsenspiegelung. Mit dem Ziel, Anforderungen von Aufgaben zur Achsen-

spiegelung im Unterricht der Grundschule zu identifizieren und zu präzisieren, wurden in 

dieser Studie folgende Forschungsfragen formuliert (überwiegend Forschungsdesiderat 3): 

(1) Welche Aufgabenmerkmale sind bei der Achsenspiegelung von Figuren (über die be-

reits bekannten Merkmale hinaus) schwierigkeitsgenerierend? 

(2) Welche Ausprägungen der einzelnen schwierigkeitsgenerierenden Merkmale stellen 

eine hohe bzw. niedrige Anforderung bei der Achsenspiegelung dar? 

(3) Inwiefern lassen sich die schwierigkeitsgenerierenden Merkmale bei der Achsenspiege-

lung im Sinne eines Kategorienschemas systematisch beschreiben und verallgemei-

nern? 

Anforderungen bei der Achsenspiegelung – Ein empirisch gestütztes Katego-
rienschema 

Götz, D., & Gasteiger, H. (2019), Journal für Mathematik-Didaktik, 40(2), 289–322. 
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Um eine systematische Aufgabenanalyse durchzuführen, wurde eine Stichprobe aus Erpro-

bungsstudien der bundesweiten Vergleichsarbeiten20 in Jahrgangsstufe 3 genutzt. Die Basis 

der fundierten inhaltlichen Analyse schwierigkeitsgenerierender Merkmale bilden 37 rasch-

skalierte Aufgaben zur Achsenspiegelung mit jeweils ca. 250 Bearbeitungen pro Aufgabe. 

Psychometrisch erfasste Aufgabenschwierigkeiten in Form von Kompetenzstufen und Punkt-

werten auf der Skala der Bildungsstandards dienten als Ausgangspunkt für die qualitativen 

Analysen dieser Studie. Durch den Vergleich gezielt zusammengestellter Aufgabenpaare 

(welche nur in dem interessierenden Merkmal variierten) in Kombination mit theoretisch be-

legten Aufgabenmerkmalen, konnten Rückschlüsse auf weitere schwierigkeitsbeeinflussende 

Aufgabenmerkmale gezogen werden. 

4.1.2 Merkmale von Aufgaben zur Achsenspiegelung und deren Spezifika beim unterricht-

lichen Einsatz 

Aufbauend auf den Erkenntnissen des Artikels unter Abschnitt 4.1.1 analysiert dieser unter-

richtspraktisch orientierte Artikel typische Fehler von Schülerinnen und Schülern der Grund-

schule und vergleicht diese mit Fehlern von Schülerinnen und Schülern der Sekundarstufe I, 

die bei ähnlichen Aufgaben auftreten (vgl. Forschungsdesiderat 4). Es werden Annahmen über 

mögliche Zusammenhänge von Fehlvorstellungen der Schülerinnen und Schüler mit typi-

schen Fehlern getroffen.  

Aus unterrichtspraktischer Sicht zeigt dieser Beitrag auf, wie die Komplexität einer Aufgabe 

durch die Veränderung einzelner Aufgabenmerkmale von sehr leicht bis schwer variiert und 

somit an die Fähigkeiten der Schülerinnen und Schüler angepasst werden kann. Dabei wird 

exemplarisch geschildert, welche Rolle das generierte Wissen um schwierigkeitsgenerierende 

Aufgabenmerkmale bei der Achsenspiegelung konkret im Unterricht spielt. 

 

20 Durchgeführt durch das Institut zur Qualitätsentwicklung im Bildungswesen (IQB). 

Die Rolle spezifischer Merkmale von Aufgaben zur Achsenspiegelung unter 
Berücksichtigung didaktischer und diagnostischer Aspekte  

Götz, D. (2020), Der Mathematikunterricht, 66(6), 4–11. 
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4.1.3 Merkmale von Aufgaben im Inhaltsbereich Symmetrie 

 

Dieser Artikel fokussiert Merkmale von Aufgaben zum Erkennen von Achsensymmetrie und 

zum Einzeichnen von Symmetrieachsen (vgl. Forschungsdesiderat 5). In dieser Studie wurde 

der Einfluss der Merkmale einer Figur (z. B. Ausrichtung der Achse, Art der Symmetrie) auf 

die Häufigkeit, mit der achsensymmetrische von nicht-achsensymmetrischen Figuren unter-

schieden werden und Symmetrieachsen richtig eingezeichnet werden, analysiert.  

Folgende Forschungsfragen wurden in dieser Studie gestellt: 

(1) Inwiefern beeinflussen die Ausrichtung der Achse, die Art der Symmetrie der Figur und 

die Anzahl der Symmetrieachsen einer Figur die Fähigkeit von Schülerinnen und Schü-

lern achsensymmetrische von nicht-achsensymmetrischen Figuren zu unterscheiden 

und die Symmetrieachsen richtig einzuzeichnen?  

(2) Welche Fehler treten beim Einzeichnen von Symmetrieachsen unter Berücksichtigung 

unterschiedlicher Aufgabenmerkmale auf und zeigen sich dabei spezifische Fehler-

typen? 

Basis für das Herausarbeiten typischer Fehler unter Berücksichtigung unterschiedlicher Auf-

gabenmerkmale ist ein Aufgabenpool von 18 Aufgaben zum Identifizieren und Einzeichnen 

von Symmetrieachsen. Die Schülerinnen und Schüler der Jahrgangsstufe 3 (n=212) bearbeite-

ten diese Aufgaben zum Erkennen einer Figur als achsensymmetrisch und zeichneten – falls 

gegeben – Symmetrieachsen ein. Die verwendeten Figuren wurden systematisch konzipiert. 

Das Testheft enthielt zum einen achsensymmetrische Figuren: rein achsensymmetrische Fi-

guren, achsensymmetrische Schubfiguren, achsen- und punktsymmetrische Figuren, achsen- 

und drehsymmetrische Figuren sowie achsen-, punkt- und drehsymmetrische Figuren. Zum 

anderen enthielt das Testheft Figuren, die nicht achsensymmetrisch sind: punktsymmetrische 

Figuren, drehsymmetrische (aber nicht punktsymmetrische Figuren) sowie Schubfiguren.21 

 

21 Für eine genaue Beschreibung und Erläuterung der Auswahl der Aufgaben siehe Götz und Gasteiger (2020). 

Einfluss von Merkmalen ebener Figuren auf das Erkennen von Achsen-
symmetrie – Eine Analyse von Aufgabenlösungen  

Götz, D., Gasteiger, H., & Kühnhenrich, M. (2020), Journal für Mathematik-Didaktik, 
41(2), 523–554. 
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Die an diesen Figuren durchgeführten systematischen Fehleranalysen liefern eine erste Da-

tenbasis, aus der sich – über aufgetretene Fehler – Rückschlüsse auf das Symmetrieverständ-

nis ziehen lassen.  

4.2 Forschungsschwerpunkt 2: Wissen über das mathematische Denken von Schü-

lerinnen und Schülern bei der Achsenspiegelung 

Im Rahmen dieses Forschungsschwerpunktes zum Wissen über das mathematische Denken 

von Schülerinnen und Schülern bei der Achsenspiegelung werden überwiegend die For-

schungsdesiderate 6 und 7 adressiert. 

4.2.1 Kriterien, die Grundschulkinder bei der Spiegelung ebener Figuren heranziehen 

 

In der im Folgenden beschriebenen Studie steht insbesondere Forschungsdesiderat 6 im Vor-

dergrund. Detaillierteres Wissen über das Denken von Schülerinnen und Schülern der Grund-

schule während des Lösens von Aufgaben zu Symmetrie und Achsenspiegelung ist notwen-

dig, insbesondere um auftretende Fehler nachvollziehen zu können. Probleme, die beim Lösen 

von Aufgaben an schrägen Achsen immer wieder auftreten, sind bekannt. Bisherige Untersu-

chungen fokussierten jedoch überwiegend Aufgabenschwierigkeiten und Ergebnisse bzw. 

Fehler der Schülerinnen und Schüler bei der Achsenspiegelung. Wenig ist bisher über das 

Denken und damit verbundene Handlungen der Schülerinnen und Schüler bekannt, die hinter 

unterschiedlichen Fehlern bei der Achsenspiegelung stehen. Um dieser Frage nachzugehen, 

wurden in dieser Studie Äußerungen der Schülerinnen und Schüler (mündlich oder gestisch) 

während ihrer Lösungsprozesse bei Aufgaben zur Achsenspiegelung beobachtet und analy-

siert. In dieser Studie wurden diesbezüglich folgende Forschungsfragen formuliert: 

(1) Welche Ansätze oder Strategien verwenden Grundschülerinnen und -schüler bei der 

Lösung von Aufgaben zur Achsenspiegelung? 

(2) Inwieweit hängen die Lösungsprodukte der Schülerinnen und Schüler mit den Ansätzen 

und Strategien zusammen, die sie beim Lösen von Aufgaben zur Achsenspiegelung ver-

wenden? 

Reflecting geometrical shapes: approaches of primary students to reflection 
tasks and relations to typical error patterns 

Götz, D., & Gasteiger, H. (2022), Educational Studies in Mathematics 
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Diese Studie wurde als Interviewstudie mit 42 Schülerinnen und Schülern zum Ende der 

Grundschulzeit in Deutschland durchgeführt. In einem aufgabenbasierten Interview wurden 

vier Aufgaben zur Achsenspiegelung bearbeitet. Dabei kamen sowohl die Methode des Lauten 

Denkens als auch ein halbstrukturierter Interviewleitfaden zum Einsatz. Zur Analyse der In-

terviews wurde mittels qualitativer Inhaltsanalyse ein Kategoriensystem entwickelt, validiert 

und auf den Datensatz angewandt. Die Kodierung der Aufgabenbearbeitungen erfolgte auf 

unterschiedlichen Ebenen. Alle Lösungen der Schülerinnen und Schüler wurden zum einen 

dichotom (richtig/falsch) und zum anderen qualitativ inhaltlich – orientiert an typischen Feh-

lern – kodiert. Im Anschluss daran wurden die transkribierten Interviews mittels des Katego-

riensystems bezüglich der Kriterien des Denkens und Handelns ausgewertet. Dabei wurden 

die Kategorien "Eigenschaften der Achsenspiegelung", "ganzheitliche Herangehensweisen", 

"Gesten und Handlungen, die den Prozess der Spiegelung veranschaulichen" und "mentale 

Bilder, die den Prozess der Spiegelung veranschaulichen" mit jeweils entsprechenden Unter-

kategorien kodiert.  
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5 Zusammenfassung der Ergebnisse 

In den folgenden Abschnitten werden die Ergebnisse der Studien zu den jeweiligen For-

schungsschwerpunkten (siehe Kapitel 4) berichtet, wobei zunächst die Erkenntnisse zu Wis-

sen zu Aufgabenmerkmalen im Bereich Symmetrie und Achsenspiegelung zusammengetra-

gen werden (Unterkapitel 5.1). Daran anschließend werden die Ergebnisse zum Wissen über 

das mathematische Denken von Schülerinnen und Schülern bei der Achsenspiegelung darge-

legt (Unterkapitel 5.2).  

5.1 Wissen zu Aufgabenmerkmalen im Bereich Symmetrie und Achsenspiegelung  

Die Ergebnisse zum Wissen zu Aufgabenmerkmalen (Forschungsschwerpunkt 1) sind in vier 

Abschnitte gegliedert. In den ersten beiden Abschnitten werden zunächst Ergebnisse zu Auf-

gaben zur Achsenspiegelung geschildert (Forschungsdesiderate 3 und 4). In den beiden da-

rauffolgenden Abschnitten werden Ergebnisse bezüglich der Aufgaben im Bereich Symmetrie 

zusammengetragen (Forschungsdesiderat 5). Zu den beiden Inhalten Achsenspiegelung und 

Symmetrie werden jeweils zunächst Ergebnisse zu Merkmalen von Aufgaben und anschlie-

ßend typische Fehler dargestellt.  

5.1.1 Merkmale von Aufgaben zur Achsenspiegelung und deren Ausprägungen 

Zur Identifikation inhaltsbezogener schwierigkeitsbestimmender Aufgabenmerkmale, zogen 

Götz und Gasteiger (2019) zum einen bereits aus empirischen Studien bekannte schwierig-

keitsgenerierende Merkmale heran, um Aufgaben systematisch zu variieren, und diese 

schwierigkeitsgenerierenden Merkmale auf ihre Gültigkeit in der Grundschule hin zu prüfen. 

Zum anderen wurden im vorliegenden Aufgabenpool der Studie Muster gesucht, die zur Iden-

tifikation weiterer schwierigkeitsbestimmender Aufgabenmerkmale führen könnten (vgl. 

Götz & Gasteiger 2019). Dazu wurden auf Basis psychometrischer Analysen der Aufgaben aus 

den Erprobungsstudien22 qualitative Analysen der Aufgaben durchgeführt. Jede Aufgabe lässt 

sich durch eine bestimmte Kombination an Merkmalen charakterisieren. Anhand dieser 

Merkmale wurden systematisch Aufgabenpaare gebildet und bezüglich ihrer Schwierigkeit 

 

22 Das Erhebungsdesign, die Datenerhebung, die Codierung der Daten sowie die Datenanalysen wurden 
am Institut zur Qualitätsentwicklung im Bildungswesen – Wissenschaftliche Einrichtung der Länder an 
der Humboldt-Universität zu Berlin e.V. durchgeführt und werden hier nur berichtet. 
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verglichen. Jedes Aufgabenpaar wurde dergestalt zusammengestellt, dass nur ein theoretisch 

belegtes Aufgabenmerkmal verändert wurde und alle anderen konstant gehalten wurden. Er-

gänzend zum Vergleich der Aufgabenpaare wurden jeweils alle Aufgaben derselben Kompe-

tenzstufe (Reiss & Winkelmann 2008, 2009; vgl. auch KMK 2013) betrachtet, um Rückschlüsse 

auf weitere Merkmale zu ziehen, die sich als schwierigkeitsgenerierend bei Achsenspiegelun-

gen erwiesen (Götz & Gasteiger 2019). Die Ergebnisse dieser Analysen werden in Abbildung 

10 präsentiert. 

 

Abbildung 10: Kategorienschema bezüglich schwierigkeitsgenerierender Merkmale bei der Achsenspiegelung 
und ihren Ausprägungen (ordinalskaliert angeordnet) (vgl. Götz & Gasteiger 2019, S. 316) 

Die herausgearbeiteten schwierigkeitsgenerierenden Merkmale (siehe Abbildung 10) werden 

im Folgenden detailliert beschrieben und in ihrer Genese nachvollzogen. 

5.1.1.1 Lage der Achse 

Die Lage der Achse zum Blattrand konnte als schwierigkeitsbestimmendes Merkmal in der 

Studie von Götz und Gasteiger (2019) bestätigt werden. Die Analysen zeigten, dass die 

Schwierigkeit von Aufgaben bezüglich des Merkmals Lage der Achse den zuvor berichteten 

Forschungsarbeiten (u. a. Bornstein & Stiles-Davis 1984; Küchemann 1981; Grenier 1985a, 

1985b; Schmidt 1986) entspricht: Spiegelungen an vertikalen Achsen fallen Schülerinnen und 
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Schülern der Jahrgangsstufe 3 leichter als Spiegelungen an horizontalen Achsen. Spiegelun-

gen an 45°-Achsen23 wurden von Schülerinnen und Schülern der Jahrgangsstufe 3 am seltens-

ten gelöst (Götz & Gasteiger 2019; vgl. Abbildung 10, Spalte 1). Gleichermaßen geht aus diesen 

Analysen hervor, dass es weitere Aufgabenmerkmale gibt, die die Schwierigkeit einer Auf-

gabe ebenso beeinflussen. Durch eine ausführliche Analyse der Aufgaben mittels des oben 

geschilderten Paarvergleichs von Aufgaben in puncto Schwierigkeiten konnten weitere 

Merkmale herausgearbeitet werden (Götz & Gasteiger 2019). 

5.1.1.2 Lage der Figur zur Achse 

Die Lage der Figur zur Achse konnte als weiteres schwierigkeitsbeeinflussendes Merkmal 

identifiziert werden. Durch den Vergleich von Aufgabenpaaren, die sich lediglich im Merkmal 

Abstand der Figur zur Achse unterschieden, zeigten Götz und Gasteiger (2019), dass Aufgaben 

zur Achsenspiegelung, die zu zwei kongruenten Figuren führen, schwieriger sind, als Aufga-

ben zur Achsenspiegelung, die zu einer symmetrischen Figur führen24 (vgl. Abbildung 10, 

Spalte 2). Dieses Ergebnis zeigte sich sowohl für die Spiegelung von Figuren an vertikal, ho-

rizontal als auch an 45° zum Blattrand ausgerichteten Achsen (Götz & Gasteiger 2019). 

5.1.1.3 Komplexität der Figur 

Mehrere Studien stellten die Komplexität der Figur als eines der Merkmale dar, die einen Ein-

fluss auf die Bearbeitung von Aufgaben zur Achsenspiegelung haben (Höglinger & Senftleben 

1997; Küchemann 1981; Grenier 1985a, 1985b; vgl. Abschnitt 2.3.2.1). Diese Ergebnisse zur 

Komplexität der Figur können jedoch nicht direkt auf Achsenspiegelungen, wie sie in der 

Grundschule üblich sind, übertragen werden: Die berichteten Studien beziehen sich überwie-

gend auf die Spiegelung von Punkten, Strecken und Fahnen, im Unterricht der Grundschule 

werden jedoch überwiegend geschlossene Figuren gespiegelt, welche somit auch eine andere 

Komplexität aufweisen. Vergleichende Analysen der in dieser Studie verwendeten Aufgaben, 

 

23 Bei allen Aufgaben zur Achsenspiegelung an schrägen Achsen, die im Rahmen dieser Arbeit verwendet wur-
den, wurde darauf geachtet, dass die schräge Achse im 45°-Winkel zum Betrachter liegt. Aus diesem Grund wird 
in Bezug auf das verwendete Aufgabenmaterial immer von Aufgaben an 45°-Achsen gesprochen. Aus den zuvor 
berichteten Forschungsergebnissen geht nicht immer klar hervor, welche Lage „schräge Achsen“ hatten – aus 
diesem Grund wurde beim Berichten dieser Aufgaben lediglich der Begriff „schräge Achse“ verwendet. 
24 Aufgaben zur Achsenspiegelung, die zu zwei kongruenten Figuren führt, werden mit dem Merkmal der Figur 
„nicht anliegend“ bezeichnet. Bei diesen Aufgaben gibt es keine Fixpunkte bei der Achsenspiegelung. Aufgaben 
zur Achsenspiegelung, bei welchen die Figur mindestens einen Fixpunkt mit der Achse hat (vgl. Abschnitt 
2.2.3.1), werden mit dem Merkmal „anliegend“ einer Figur bezeichnet. 
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zeigten, dass der Begriff der Komplexität bei der Spiegelung von geschlossenen Figuren in 

mehrere Merkmale aufgegliedert werden kann (Götz & Gasteiger 2019): 

Lage der Seiten der Figur zum Untergrund. Abbildung 10 (Spalte 3) stellt die Aus-

prägungen des Merkmals Lage der Seiten der Figur zum Untergrund dar. Durch den Vergleich 

von Aufgabenpaaren sowie durch die Analyse der Verteilung aller Aufgaben bezüglich dieser 

Merkmalsausprägungen über die Kompetenzstufen hinweg konnten unterschiedliche 

Schwierigkeiten der Ausprägungen dieses Merkmals herausgearbeitet werden (Götz & 

Gasteiger 2019). Dabei werden bei der Betrachtung dieses Merkmals alle Seiten der Figur be-

rücksichtigt. Aufgaben mit Figuren mit „keiner oder einer Diagonale durch ein Kästchen“ 

werden am besten bearbeitet. Aufgaben mit Figuren mit „ein bis zwei Kästchendiagonalen 

durch mehr als ein Kästchen“ sind bereits etwas schwieriger, jedoch leichter als Aufgaben 

mit Figuren mit „mehr als zwei Kästchendiagonalen“. Aufgaben mit Figuren mit „schrägen 

Linien25“ haben die höchste Schwierigkeit (Götz & Gasteiger 2019). Die Ausprägungen dieses 

Merkmals konnten systematisch an vertikalen Achsen untersucht werden, für Aufgaben mit 

einer anderen Lage der Achse konnte lediglich konstatiert werden, das Figuren mit dem Merk-

mal „mehr als zwei Kästchendiagonalen und/ oder schräge Linien“ deutlich am schwierigsten 

sind (Götz & Gasteiger 2019). 

Spiegelung führt zur Überlagerung von Figur und Spiegelfigur. In das Design 

dieser Studie nahmen Götz und Gasteiger (2019) exploratorisch eine Aufgabe auf, bei der die 

Spiegelung der Figur an der vorgegebenen Achse zu einer Überlagerung von Figur und Spie-

gelfigur führt. Der paarweise Vergleich dieser Aufgabe mit einer ähnlichen Aufgabe26 zeigte, 

dass insbesondere die Überlagerung von Figur und Spiegelfigur eine besondere Schwierigkeit 

darstellt (Götz & Gasteiger 2019). 

5.1.1.4 Lage der Seiten der Figur zur Achse 

Bereits in den Studien von Küchemann (1981) und Grenier (1985a) wurde die Ausrichtung der 

Figur zur Achse als Merkmal herausgestellt, das einen Einfluss auf die Bearbeitung der Auf-

gaben zur Achsenspieglung hat (vgl. Abschnitt 2.3.2.1). Da es sich bei Aufgaben der genannten 

 

25 Unter einer schrägen Linie wird eine Begrenzungslinie einer Figur verstanden, die weder entlang des Käst-
chengitters noch diagonal durch die Kästchen verläuft, sondern das Kästchengitter „irgendwie“ schneidet. 
26 Diese Aufgabe erforderte ebenso das Ergänzen auf beiden Seiten der Achse, jedoch ohne Überlagerung. Alle 
weiteren Merkmale entsprachen sich. 
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Studien um die Spiegelung von Punkten, Strecken und Fahnen von Schülerinnen und Schü-

lern im Alter von 11-15 Jahren handelt, können diese Ergebnisse nicht unmittelbar auf Auf-

gaben zur Achsenspiegelung in der Grundschule übertragen werden. Götz und Gasteiger 

(2019) arbeiteten im Kontext der Grundschule die Lage der Seiten der Figur zur Achse als 

schwierigkeitsgenerierendes Merkmal heraus. Dabei konnten die Merkmalsausprägungen 

„Seite parallel zur Achse“ und „Seite nicht parallel zur Achse“ unterschieden werden (vgl. 

Abbildung 10, Spalte 4). Die Betrachtung der Verteilung aller Aufgaben bezüglich dieser 

Merkmalsausprägungen über die Kompetenzstufen hinweg sowie weitere paarweise Verglei-

che von Aufgaben an 45°-Achsen zeigten, dass Aufgaben die mindestens eine „Seite parallel 

zur Achse“ haben, auf einer geringeren Schwierigkeitsstufe liegen, als Aufgaben, die „keine 

Seite parallel zur Achse“ aufweisen (Götz & Gasteiger 2019).  

5.1.1.5 Art des Untergrundes 

Die Art des Untergrundes stellt ein Aufgabenmerkmal dar, zu dem in bisherigen Forschungs-

berichten keine Einigkeit bestand (vgl. Grenier 1985a; Küchemann 1981; vgl. Abschnitt 

2.3.2.1). In der vorliegenden Studie unterschieden Götz und Gasteiger (2019) bei der Betrach-

tung der Art des Untergrundes die Ausprägungen „Punkteraster“ und „Kästchengitter“. Der 

paarweise Vergleich von Aufgabenpaaren an vertikalen Achsen zeigte, dass Spiegelungen, die 

auf dem Untergrund „Punkteraster“ durchgeführt wurden, eine deutlich geringere Schwierig-

keit aufweisen, als vergleichbare Aufgaben, die auf dem Untergrund „Kästchengitter“ bear-

beitet wurden (Götz & Gasteiger 2019; vgl. Abbildung 10, Spalte 5). 

5.1.2 Fehler bei Aufgaben zur Achsenspiegelung 

Typische Fehler bei der Achsenspiegelung (vgl. Forschungsdesiderat 4) wurden in mehreren 

Studien erhoben (vgl. Götz & Gasteiger 2018a, 2018b; Götz 2020; Götz & Schulz 2018) und 

werden an dieser Stelle zusammengefasst. Wie bereits berichtet, macht es einen Unterschied, 

ob die Spiegelung an einer Achse zu einer symmetrischen Figur führt (Figur hat mind. einen 

Fixpunkt mit der Achse; anliegende Figur) oder ob die Spiegelung an einer Achse zu zwei 

kongruenten Figuren führt (nicht anliegende Figur) (vgl. Götz & Gasteiger 2019; siehe Abbil-

dung 10, Spalte 2). Aus diesem Grund wird auch in den folgenden Abschnitten nach diesen 

Aufgabentypen unterschieden.  
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5.1.2.1 Fehler bei nicht anliegenden Figuren 

Sowohl Götz und Gasteiger (2018a, 2018b) als auch Götz (2020) konnten zeigen, dass es spe-

zifische Fehler bei der Achsenspiegelung von nicht anliegenden Figuren gibt, die immer wie-

der auftreten. Diese Ergebnisse wurden sowohl für Schülerinnen und Schüler der Jahrgangs-

stufe 3 (Götz & Gasteiger 2018a, 2018b) als auch der Jahrgangsstufe 7 (Götz 2020) gezeigt. 

Abbildung 11 stellt exemplarisch typische Fehler dar, die in diesen Studien identifiziert wur-

den. 

Spiegelung an gedachter 
vertikaler Achse 

Verschiebung (beliebig) der 
Figur 

Drehsymmetrische Abbil-
dung der Figur (180° Dre-
hung) 

Spiegelung an gedachter 
vertikaler Achse und Ver-
schiebung der Figur 

    
    

Mitspiegelung der Achse 
an gedachter vertikaler 
Achse 

Mitspiegelung der Achse 
an gedachter Faltkante des 
Blattes 

  

  

  

Abbildung 11: Typische Schülerfehler bei der Spiegelung der Achse nicht anliegender Figuren (vgl. Götz 2020; 
Götz & Gasteiger 2018b) 

Mitspiegelung der Achse. Ein Fehler, der lediglich in den Lösungsprodukten der 

Schülerinnen und Schüler der Jahrgangsstufe 3 auftrat, war die „Mitspiegelung der Achse an 

einer gedachten Spiegelachse“ (vgl. Abbildung 11) (Götz & Gasteiger 2018a, 2018b). Dabei 

wird bei diesen Lösungsprodukten nicht nur eine Bildfigur gezeichnet, sondern des Weiteren 

auch eine „Bildachse“ (vgl. Abbildung 11, Mitspiegelung der Achse an gedachter Faltkante des 

Blattes und Mitspiegelung der Achse an gedachter vertikaler Achse).  
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Verschiebung der Figur. Die „Verschiebung der Figur“ statt einer Spiegelung war in 

allen durchgeführten Studien einer der Fehler, der – neben der „Spiegelung an einer vertika-

len Achse“ – am häufigsten auftrat (Götz & Gasteiger 2018a, 2018b; Götz 2020; Götz & Gastei-

ger 2022). Verschiebungen, die in den Lösungsprodukten der Schülerinnen und Schüler iden-

tifiziert werden konnten, waren zum einen beliebiger Art (vgl. Abbildung 11, Verschiebung 

(beliebig) der Figur) und konnten zum anderen auf weitere Aufgabenmerkmale zurückgeführt 

werden: Götz und Gasteiger (2018a) stellten nach qualitativer Analyse der Lösungsprodukte 

fest, dass die Figur selbst einen Einfluss auf die Richtung hat, in der die Figur verschoben wird 

(entlang der Vertikalen oder Horizontalen). Die zu spiegelnden Figuren dieser Studie (Götz & 

Gasteiger 2018a) waren sowohl vertikal- als auch horizontal-achsensymmetrisch (bspw. 

Rechtecke) und sollten an einer 45°-Achse gespiegelt werden. Eine Verschiebung entlang der 

Vertikalen fand überwiegend statt, wenn die Figur vertikal ausgerichtet war (vgl. Abbildung 

12, rechts). Eine Verschiebung entlang einer Horizontalen fand überwiegend statt, wenn die 

Figur horizontal ausgerichtet war (vgl. Abbildung 12, links). Bei der Spiegelung von Figuren 

ohne eindeutige Ausrichtung (bspw. Quadrat), zeigte sich in den Lösungsprodukten häufiger 

eine Verschiebung entlang der Horizontalen als entlang der Vertikalen (Götz & Gasteiger 

2018b). Unklar ist jedoch, ob die Figur tatsächlich verschoben wurde oder ob der letztgenannte 

Fehler auf die „Spiegelung an einer gedachten vertikalen Achse“ (s.u.) zurückzuführen ist. 

Spiegelung an gedachter vertikaler Achse. Der Fehler der „Spiegelung an einer 

gedachten vertikalen Achse“ (vgl. Abbildung 11) war einer der häufigsten Fehler, der in den 

Lösungsprodukten der Schülerinnen und Schüler der Jahrgangsstufe 7 identifiziert wurde 

(Götz 2020). Die Achse, an der die Figur gespiegelt wurde, war in diesen Fällen nicht die ge-

gebene 45°-Achse, sondern eine gedachte vertikale Achse. Auch in den Lösungsprodukten 

von Schülerinnen und Schülern der Jahrgangsstufe 4 konnte dieser Fehler bei einer kleinen 

Stichprobe identifiziert werden (Götz & Gasteiger 2022). In der Studie von Götz und Gasteiger 

(2018a, 2018b) konnte dieser Fehler durch eine ungünstige Figurwahl nicht unterschieden 

werden von dem Fehler „Verschiebung der Figur“ entlang der Horizontalen. In der Studie von 

Götz und Gasteiger (2018a, 2018b) war ein Rechteck an einer 45°-Achse zu spiegeln, welches 

nicht wie in der Studie Götz (2020; siehe Abbildung 11) ein kleines schwarzes Kästchen hatte 

(siehe Abbildung 12).  
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Abbildung 12: Beispielaufgaben „Rechteck ohne kleines schwarzes Kästchen“ aus der Studie Götz und Gasteiger 
(2018b) (links: entlang der Horizontalen ausgerichtet; rechts: entlang der Vertikalen ausgerichtet) 

Da dadurch das Rechteck ohne das schwarze Kästchen selbst vertikal- und horizontal-achsen-

symmetrisch ist, konnte das Lösungsprodukt der „Spiegelung an einer gedachten vertikalen 

Achse“ nicht von dem Lösungsprodukt der „Verschiebung der Figur entlang einer Horizonta-

len“ unterschieden werden (siehe Lösungsprodukt in Abbildung 12, links). 

Drehsymmetrische Abbildung der Figur (180° Drehung). Bei diesem Lösungspro-

dukt (vgl. Abbildung 11), entsteht die Bildfigur durch eine Drehung der Figur um 180°. Götz 

(2020) konnte diesen Fehler bei Schülerinnen und Schülern der Jahrgangsstufe 7 identifizie-

ren. In der Studie, die in Jahrgangsstufe 3 durchgeführt wurde (Götz & Gasteiger 2018a), 

konnte nicht unterschieden werden, welcher Gedanke hinter dem Lösungsprodukt steht. Auf-

grund der Figurwahl sind die Lösungsprodukte bei „einer 180°-Drehung um ein Drehzentrum“ 

und die „Spiegelung an einer gedachten vertikalen Achse mit Verschiebung“ bei den in der 

Studie von Götz und Gasteiger (2018a, 2018b) gewählten Figuren nicht zu unterscheiden. 

Spiegelung an gedachter vertikaler Achse und Verschiebung der Figur. Die Fi-

gurwahl der Studie von Götz (2020) (Figur mit kleinem schwarzen Rechteck im Rechteck, 

siehe Abbildung 11) mit Schülerinnen und Schülern der Jahrgangsstufe 7 und auch in der 

kleineren Studie in Jahrgangsstufe 4 (Götz & Gasteiger 2022) machte eine genauere Unter-

scheidung einzelner Lösungsprodukte möglich. Während der Fehler „Spiegelung an einer ge-

dachten vertikalen Achse und Verschiebung der Figur“ in der Grundschulstudie selten auftrat, 

kamen in der Studie in der Sekundarstufe immerhin knapp 15% der Schülerinnen und Schüler 

zu diesem Lösungsprodukt (Götz 2020). 
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5.1.2.2 Fehler bei Figuren, die der Achse anliegen 

Auch für die Spiegelung anliegender Figuren konnten spezifische Fehler sowohl in Jahrgangs-

stufe 3 (Götz & Schulz 2018; vgl. auch Köller 201927) als auch in Jahrgangsstufe 7 identifiziert 

werden (Götz 2020).  

Verlängerung zweier Seiten der Figur. Auffällig bei Aufgaben mit anliegenden Fi-

guren war die Häufigkeit der Lösungsprodukte, bei denen Seiten der Figur über die Achse 

hinweg verlängert, also weitergezogen, wurden. Dieser Fehlertyp zeigte sich sowohl in Jahr-

gangsstufe 7 (vgl. Abbildung 13; Götz 2020), als auch in Jahrgangsstufe 3 (Götz & Schulz 2018) 

und 4 (Köller 2019). Eine genaue Betrachtung der Lösungsprodukte der Schülerinnen und 

Schüler ergab, dass die Verlängerungen unterschiedlicher Art waren. Die Verlängerung der 

horizontal liegenden Seiten war in Jahrgangsstufe 7 (Götz 2020) und Jahrgangsstufe 3 sowie 

Jahrgangsstufe 4 (Köller 2019) der häufigste Fehler (mit fast 30%) (vgl. Abbildung 13, Figur 

links). Die Schülerinnen und Schüler zeichneten bei diesem Lösungsprodukt die beiden hori-

zontal liegenden Linien der Figur entlang der Kästchengitterlinien weiter.  

 

Abbildung 13: Beispiele der Verlängerung der Seiten der Figur (links: Verlängerung horizontal liegender Seiten 
der Figur; Mitte: Verlängerung außen liegender Seiten der Figur; rechts: Verlängerung der schräg liegenden 
Seiten der Figur). 

In einigen anderen Lösungsprodukten verlängerten die Schülerinnen und Schüler die schräg 

liegenden Seiten der Figur (vgl. Abbildung 13, rechts) oder die außen liegenden Seiten der Figur 

(vgl. Abbildung 13, Mitte).  

Spiegelung an einer vertikalen Achse. Dieser Fehler trat bei der Spiegelung von 

der Achse nicht anliegenden Figuren sehr häufig auf (s.o.). Bei der Spiegelung anliegender 

Figuren konnte das Lösungsprodukt „Spiegelung an einer vertikalen Achse“ jedoch nur selten 

 

27 Hierbei handelt es sich um eine Bachelor-Arbeit, die von Götz und Gasteiger im Jahr 2019 betreut wurde. 
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identifiziert werden. In Jahrgangsstufe 7 wurde dieser Fehler von weniger als 5% der Schüle-

rinnen und Schüler gemacht (Götz 2020). Auch in der Grundschule kam der Fehler nur selten 

vor (Götz & Schulz 2018; Köller 2019) (vgl. Abbildung 14).  

 

Abbildung 14: Spiegelung an einer gedachten vertikalen Achse (links: Jahrgangsstufe 3; rechts: Jahrgangsstufe 
7 und 4). 

 Mitspiegelung der Achse. Dieser Fehler trat – wie auch bei nicht anliegenden Figu-

ren – nur in der Grundschule auf. Bei diesen Lösungsprodukten wurde die gegebene Spiege-

lachse nicht beachtet und eine gedachte Spiegelachse bei der Spiegelung als Referenz verwen-

det (vgl. Abbildung 15, links). Götz und Schulz (2018) bezeichneten diesen Fehler auch als 

„Trennen“, dabei wird die gegebene Spiegelachse als Teil der Figur gesehen und mitgespiegelt. 

 

Abbildung 15: Fehler bei anliegenden Figuren in Jahrgangsstufe 3 (links: Mitspiegelung der Achse; rechts: Ver-
schiebung der Figur. 

 Verschiebung der Figur. Ein weiterer Fehler, der nur in den Studien in der Grund-

schule und auch dort nur selten auftrat, war das Verschieben einer anliegenden Figur entlang 

der Horizontalen über die 45°-Achse hinweg (vgl. Abbildung 15, rechts).  

(Drehsymmetrische) Ergänzung. Abbildung 16 zeigt Lösungsprodukte der Jahr-

gangsstufe 7 (links) und 3 (rechts), bei welchen die Figur scheinbar ergänzt wurde. Derartige 

Ergänzungen kamen in Jahrgangsstufe 7 bei unter 5% der Schülerinnen und Schüler vor. In 

der Grundschule war die „Ergänzung“ der abgebildeten Figur jedoch einer der häufigsten Feh-

ler (Götz & Schulz 2018). Es kann aus den Lösungsprodukten nicht unterschieden werden, ob 

es sich hier um eine drehsymmetrische Ergänzung oder lediglich um eine Ergänzung der Figur 

nach einer individuellen Vorstellung handelt. 
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Abbildung 16: (Drehsymmetrische) Ergänzung der Figuren (links: Jahrgangsstufe 7; rechts: Jahrgangsstufe 3) 

Teilweise richtige Lösung. Wie Götz (2020) berichtet, zeigen sich in Jahrgangs-

stufe 7 einige Lösungsprodukte, die teilweise richtig sind bzw. scheint diesen Lösungsproduk-

ten eine grundsätzlich richtige Vorstellung der Achsenspiegelung zugrunde zu liegen, aber 

die Spiegelung wurde nicht exakt durchgeführt (vgl. Abbildung 17). Das Lösungsprodukt in 

Abbildung 17 zeigt, dass der kleinere Teil der Figur korrekt gespiegelt wurde, während bei 

der größeren Teilfigur zwar die grobe Richtung stimmt, jedoch die Spitze um ein Kästchen 

versetzt ist. 

 

Abbildung 17: Teils richtige Lösung in Jahrgangsstufe 7 

Die Lösungsprodukte der Schülerinnen und Schüler der Grundschule und der Jahrgangs-

stufe 7 geben Hinweise darauf, dass Aufgabenmerkmale nicht nur einen Einfluss auf die 

Schwierigkeit von Aufgaben, sondern auch auf die konkrete Aufgabenbearbeitung haben. Zu-

sätzlich deutet sich in den Lösungsprodukten an, dass Fehler nicht willkürlich entstehen, son-

dern einen gewissen Zusammenhang zwischen den Fehlern und möglichen Vorstellungen zur 

Achsenspiegelung der Schülerinnen und Schüler vermuten lassen. Das Ziel, diese Zusammen-

hänge aufzuarbeiten, verfolgt Abschnitt 5.2.1.3. 

5.1.3 Aufgabenmerkmale mit Einfluss auf das Lösen von Symmetrieaufgaben 

Ein weiteres Forschungsdesiderat dieser Arbeit ist – neben dem Herausarbeiten von schwie-

rigkeitsgenerierenden Merkmalen und Fehlern bei Aufgaben zur Achsenspiegelung – auch 

das Identifizieren von Merkmalen von Aufgaben, die einen Einfluss auf das Lösen von Sym-
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metrieaufgaben haben (Forschungsdesiderat 5). Die Studie von Götz, Gasteiger & Kühnhen-

rich (2020) widmete sich diesem Desiderat. Dazu wurden u. a. Aufgaben eingesetzt, bei denen 

eine Spiegelachse in eine ebene Figur eingezeichnet werden sollte (vgl. Abbildung 18 und 

Abbildung 19). Die Ergebnisse dieser Studie werden in den folgenden Abschnitten dargestellt.  

 

Abbildung 18: Aufgabenbeispiele aus der Studie Götz et al. (2020) (von links nach rechts: Diamant (achsen- und 
punktsymmetrisch), Windrad (drehsymmetrisch), Drachen (rein achsensymmetrisch), Dreistern (achsen- und 
drehsymmetrisch) und Parallelogramm (punktsymmetrisch)) (in Rot: Beispiele fehlerhaft eingezeichneter Ach-
sen). 

5.1.3.1 Ausrichtung der Achse 

Bereits berichtete Erkenntnisse zu Eigenschaften von Figuren und insbesondere zur Lage der 

einzuzeichnenden Achse (vertikal-, horizontal- oder schräg-achsensymmetrisch) (vgl. Born-

stein et al. 1981; Bornstein & Krinsky 1985; Boswell 1976; Bornstein & Stiles-Davis 1984; 

Schmidt 1986; siehe Abschnitt 2.3.3.2) konnten in der Studie von Götz et al. (2020) bestätigt 

werden. Die Analyse der relativen Häufigkeiten richtig eingezeichneter Spiegelachsen unter-

schiedlicher Ausrichtung zeigte, dass vertikale Achsen über alle Figuren hinweg häufiger 

richtig eingezeichnet wurden (87,03%) als horizontale Achsen (65,35%). Am seltensten richtig 

wurden schräge Achsen eingezeichnet (47,56% im Mittel über links- und rechtsschräge Ach-

sen) (Götz et al. 2020).  

 

Abbildung 19: Von links nach rechts Schubfiguren (Doppeltes Pultdach und Doppelter Winkel), achsensymmet-
rische Schubfiguren (Doppelter Bogen und Doppeltes Boot) (in Rot: Beispiele fehlerhaft eingezeichneter Achsen) 
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Beim Einzeichnen der Symmetrieachsen zeigten sich darüber hinaus auch Unterschiede in 

den Lösungshäufigkeiten von Aufgaben mit Figuren, deren Symmetrieachse gleich ausgerich-

tet war. Diese sind möglicherweise abhängig von weiteren Figurmerkmalen. Die vertikale 

Achse, die am seltensten eingezeichnet wurde (Doppeltes Boot: 69,7%; vgl. Abbildung 19) und 

die horizontale Achse, die am seltensten richtig eingezeichnet wurde (Doppelter Bogen: 

41,5%; vgl. Abbildung 19), waren beides Achsen in achsensymmetrischen Schubfiguren (Götz 

et al. 2020). 

5.1.3.2 Arten der Symmetrieabbildungen der Figur inkl. Parallelverschiebung 

Erste Hinweise deuten darauf hin, dass die Symmetrieeigenschaften von Figuren einen Ein-

fluss auf das Erkennen der Figur als achsensymmetrisch bzw. das korrekte Einzeichnen von 

Symmetrieachsen haben (Genkins 1978; Schmidt 1986; vgl. auch Grohe 2011; siehe Abschnitt 

2.3.3.2). Bei der Analyse deskriptiver Lösungshäufigkeiten bezüglich des Merkmals „Arten der 

Symmetrieabbildungen einer Figur inkl. Parallelverschiebung“ betrachteten Götz et al. (2020) 

nicht-achsensymmetrische (drehsymmetrische Figuren, punktsymmetrische Figuren und 

Schubfiguren) und achsensymmetrische Figuren (nur achsensymmetrische Figuren, achsen-

symmetrische Schubfiguren, achsen- und punktsymmetrische Figuren, achsen-, punkt- und 

drehsymmetrische Figuren sowie achsen- und drehsymmetrische Figuren28). Die Lösungshäu-

figkeiten bei Aufgaben mit Figuren, die sich nach „Arten der Symmetrieabbildung inkl. Paral-

lelverschiebung“ unterscheiden, sind in Tabelle 3 dargestellt. 

Unter den nicht-achsensymmetrischen Figuren wurden drehsymmetrische Figuren am besten 

gelöst (94%) und richtig als nicht achsensymmetrisch erkannt. Zu 85% wurden Schubfiguren 

richtig als nicht achsensymmetrisch erkannt. Geringere Lösungshäufigkeiten hatten punkt-

symmetrische Figuren (51%), wobei hier die Lösungshäufigkeiten stark schwanken (Götz et 

al. 2020; vgl. Tabelle 3, Spalten 3 und 4).  

Unter den achsensymmetrischen Figuren wurden die rein achsensymmetrischen Figuren am 

besten gelöst (84%). Alle Aufgaben, die eine weitere Symmetrieeigenschaft haben, hatten ge-

ringere Lösungshäufigkeiten. Durchschnittlich zu 53% wurde die Spiegelachse richtig in ach-

sensymmetrische Schubfiguren eingezeichnet (abweichende Lösungshäufigkeiten siehe Ta-

belle 3, Spalte 3 und 4). 

 

28 In der Kategorie drehsymmetrische Figuren sind alle Figuren zusammengefasst, die einen Drehwinkel kleiner 
360° haben und nicht punktsymmetrisch sind. 
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Tabelle 3: Lösungshäufigkeiten nach Arten der Symmetrieabbildungen inkl. Parallelverschiebung (in grau: ach-
sensymmetrische Figuren; weiß hinterlegt: nicht-achsensymmetrische Figuren). Tabellenspalten 3 und 4 stellen 
stark vom Mittelwert abweichende Lösungshäufigkeiten innerhalb einer Art der Symmetrieabbildung dar. 

Arten der Symmetrieabbildung 
inkl. Parallelverschiebung 

Ø Lösungs-
häufigkeit 

Abweichend geringe Lö-
sungshäufigkeit 

Abweichend hohe Lö-
sungshäufigkeit 

drehsymmetrisch 94%     

Schubfiguren 85%     

Achsensymmetrisch 84%     

Achsensymmetrische Schubfiguren 53% 

 
 
Doppelter Bogen 37% 

 
 
Doppeltes Boot 68% 

Punktsymmetrisch 51% 

 
 
Parallelogramm 33% 

 
Fahne 69% 

Achsen- und drehsymmetrisch 51%     

Achsen-, punkt- und drehsymmet-
risch 

31% 

 
 
Vierstern 17% 

 
 
Quadrat 44% 

Achsen- und drehsymmetrisch 15%     

 

Aufgaben zu achsen- und punktsymmetrischen Figuren wurden zu 51% korrekt bearbeitet 

und Aufgaben zu achsen-, punkt- und drehsymmetrischen Figuren zu 31% (abweichende Lö-

sungshäufigkeiten siehe Tabelle 3, Spalte 3 und 4). Die geringsten Lösungshäufigkeiten zeig-

ten sich bei achsen- und drehsymmetrischen Figuren, die nicht punktsymmetrisch sind (15%) 

(Götz et al. 2020). 

5.1.3.3 Anzahl der Symmetrieachsen der Figur 

Ein weiteres Merkmal von Aufgaben, zu dem mögliche Zusammenhänge mit dem Lösen von 

Symmetrieaufgaben berichtet wurden, ist die „Anzahl der Symmetrieachsen der Figur“ (vgl. 
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Abschnitt 2.3.2.3). Diese Vermutung konnten Götz et al. (2020) weder bestätigen noch wider-

legen. Bei der Betrachtung der Lösungshäufigkeiten jedes Items, sortiert nach der Anzahl der 

Achsen, zeigten sich Tendenzen, dass Aufgaben mit keiner Symmetrieachse (nicht achsen-

symmetrische Figuren) besser gelöst wurden als Aufgaben mit einer höheren Anzahl an Sym-

metrieachsen. Diese Tatsache kann jedoch auch dem geschuldet sein, dass bei einer größeren 

Anzahl an einzuzeichnenden Symmetrieachsen, mehr Achsen vergessen werden können. 

Weiterhin konnten Götz et al. (2020) aus der Betrachtung dieser Lösungshäufigkeiten Ausrei-

ßer identifizieren, die durch besonders gute bzw. schlechte Lösungshäufigkeiten auffielen. 

Die Autorinnen folgern daraus, dass es wohl nicht ausschließlich der Anzahl der Symmetrie-

achsen zugeschrieben werden kann, ob eine Aufgabe gut gelöst wird oder nicht (Götz et al. 

2020). Diese Vermutung lässt sich auch dadurch stützen, dass die hier berichteten Merkmale 

von Aufgaben, die einen Einfluss auf die Lösungshäufigkeiten der einzelnen Items haben, in 

engem Zusammenhang mit typischen Fehlern stehen, die die Schülerinnen und Schüler bei 

diesen Aufgaben gemacht haben. 

5.1.4 Fehler bei Aufgaben zum Erkennen achsensymmetrischer Figuren und dem Einzeich-

nen von Symmetrieachsen 

Götz et al. (2020) analysierten die auftretenden Fehler beim Erkennen achsensymmetrischer 

Figuren und beim Einzeichnen von Symmetrieachsen systematisch. Zur Auswertung typi-

scher Fehler wurden die Häufigkeiten auftretender Fehler in Fehlerkategorien erfasst (Götz 

et al. 2020; vgl. auch Götz 2018). 

5.1.4.1 Fehler bei nicht-achsensymmetrischen Figuren 

Die am häufigsten aufgetretenen Fehler bei nicht-achsensymmetrischen Figuren waren das 

Einzeichnen von vermeintlichen Symmetrieachsen. Darunter sind beispielsweise Geraden 

durch die Flügel bei drehsymmetrischen Figuren (siehe bspw. Figur Windrad; Abbildung 18), 

senkrecht zum Verschiebevektor verlaufende Geraden bei Schubfiguren (siehe bspw. Schub-

figuren; Abbildung 19, links) vermeintliche vertikale bzw. horizontale Symmetrieachsen 

(siehe bspw. Fehler in Drachen; Abbildung 18) oder Diagonalen in punktsymmetrischen Fi-

guren (bspw. Parallelogramm; Abbildung 18) (Götz 2018; Götz et al. 2020).  

5.1.4.2 Fehler bei achsensymmetrischen Figuren  

Das Einzeichnen von Diagonalen als vermeintliche Symmetrieachsen (vgl. bspw. Parallelo-

gramm; Abbildung 18) war ein Fehler, der auch bei achsensymmetrischen Figuren auftrat 

(bspw. bei rein achsensymmetrischen Figuren, wie z.B.  dem Rechteck). Des Weiteren wurden 
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achsensymmetrische Figuren (wie bspw. achsensymmetrische Figuren und achsensymmetri-

sche Schubfiguren) häufig als nicht achsensymmetrisch identifiziert. Darüber hinaus zeigte 

sich, dass in Figuren, in die mehrere Symmetrieachsen einzuzeichnen waren (achsen- und 

punktsymmetrische Figuren, achsen- und drehsymmetrische Figuren sowie achsen-, punkt- 

und drehsymmetrische Figuren), häufig nicht alle Symmetrieachsen eingezeichnet wurden 

(Götz et al. 2020). 

5.1.4.3 Systematisierung auftretender Fehler 

Abbildung 20 fasst die von Götz et al. (2020) berichteten Fehler, die beim Erkennen achsen-

symmetrischer Figuren und beim Einzeichnen von Symmetrieachsen auftreten, zusammen. 

 

Abbildung 20: Zusammenfassung der vorkommenden Fehlerarten nach Arten der Symmetrieabbildungen (inkl. 
Parallelverschiebung). Fett gedruckt sind die Figuren, bei welchen der jeweilige Fehler am häufigsten auftritt 
(vgl. Götz et al. 2020, S. 545). 

Abbildung 20 verdeutlicht, dass es Fehler gibt, die bei Figuren auftreten, deren Symmetrieei-

genschaften durch unterschiedliche Arten von Symmetrieabbildungen inkl. Parallelverschie-

bung charakterisiert werden können. Diese Zusammenhänge wurden zu jeweils immer zwei 

unterschiedlichen Figuren statistisch untersucht. Die Auswertungen dieses Vergleichs mit 

Kreuztabellen (Götz et al. 2020) zeigten einen statistischen Zusammenhang für folgende Lö-

sungen: 

  achsensymmetrische Schubfiguren 
  achsensymmetrische Figuren Achsensymmetrie nicht erkannt 

  achsen- und drehsymmetrische Figuren 
  achsen- und punktsymmetrische Figuren 
  achsen-, punkt- und drehsymmetrische Figuren 

Fehlendes Einzeichnen von Symmetrie-
achsen 

       
 

achsen- und punktsymmetrische Figuren 
  punktsymmetrische Figuren 
  achsensymmetrische Figuren 

  punktsymmetrische Figuren 
  achsen- und punktsymmetrische Figuren 

   
  Schubfiguren 
  achsensymmetrische Schubfiguren 

Einzeichnen zusätzlicher vermeintlicher 
Symmetrieachsen 

Diagonalen als Achsen eingezeichnet 

Einzeichnen von Seitenhalbierenden  

Vermeintliche Symmetrieachse  
senkrecht zum Verschiebungsvektor ein-
gezeichnet 

Typische Fehler Charakteristika der Figur 
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• Einzeichnen der Diagonale bei den Figuren Rechteck (achsen- und punktsymmetri-

sche Figur) und Quadrat (achsen-, punkt- und drehsymmetrische Figur) 

(χ2 (4, n=180) = 65,23, p= .000; Cramers V= .418, p= .000). 

• Einzeichnen einer vermeintlichen Achse senkrecht zum Verschiebevektor bei den Fi-

guren Doppeltes Pultdach und Doppelter Winkel (beides Schubfiguren) (vgl. Abbil-

dung 19 (links), S. 88) (χ2 (1, n=16) = 9.35, p= .005; Cramers V= .764, p= .005). 

• Ankreuzen „keine Symmetrieachse“ bei den Figuren Doppelter Bogen und Doppeltes 

Boot (beides achsensymmetrische Schubfiguren) (vgl. Abbildung 19 (rechts), S. 88) (χ2 

(1, n=50) = 10.75, p= .005; Cramers V= .464, p= .005). 

• fehlendes Einzeichnen von Symmetrieachsen bei den Figuren Vierstern (vgl. Tabelle 

3, S. 90) und Quadrat (beides achsen-, punkt- und drehsymmetrische Figuren) (χ2 (4, 

n=107) = 22.249, p= .000; Cramers V= .322, p= .000). 

Kein signifikanter Zusammenhang zeigte sich hingegen beim Einzeichnen der Diagonalen als 

vermeintliche Achsen in die Figuren Rechteck und Parallelogramm (χ2 (4, n=39) = 3.856, 

p= .476) (Götz et al. 2020). 

Die hier aufgezeigten, systematischen Analysen der Aufgabenbearbeitungen von Schülerin-

nen und Schülern zeichnen sich durch einen detailgenauen Blick auf auftretende, systemati-

sche Fehler beim Lösen von Aufgaben zur Achsenspiegelung und Achsensymmetrie aus. 

Diese Analysen geben erste Hinweise auf mögliche Fehlkonzepte bei Schülerinnen und Schü-

lern bezüglich des vorhandenen Symmetrieverständnisses. Darüber hinaus werden die in die-

sem Unterkapitel präsentierten Ergebnisse als Ausgangspunkt für weitere detaillierte, quali-

tative Analysen genutzt, wie sie im folgenden Unterkapitel berichtet werden. 

5.2 Wissen über das mathematische Denken von Schülerinnen und Schülern bei der 

Achsenspiegelung  

Ziel dieses Forschungsschwerpunktes ist es, detaillierteres Wissen über das Denken und so-

mit über das Verständnis von Schülerinnen und Schülern der Grundschule zu Symmetrie und 

Achsenspiegelung zu schaffen (Forschungsschwerpunkt 2). Dieses Wissen ist insbesondere 

von Bedeutung, um beispielsweise nachvollziehen zu können, welche Fehler Schülerinnen 

und Schüler machen und warum. Gleichermaßen spielt dieses Wissen eine Rolle, um im Un-

terricht entsprechend, angemessen diagnostisch Handeln zu können.  
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5.2.1 Herangehensweisen von Grundschulkindern bei der Spiegelung ebener Figuren 

Die Fehler bzw. Lösungsprodukte der Schülerinnen und Schüler lassen nur vermuten, was die 

Schülerinnen und Schüler bei der entsprechenden Aufgabenbearbeitung gedacht haben könn-

ten bzw. warum typische Fehler (siehe Abschnitte 2.3.3.1 und 5.1.2) entstanden sein könnten. 

Um detaillierte Informationen über Denkansätze und Strategien29 der Schülerinnen und Schü-

ler bei der Bearbeitung von Symmetrieaufgaben zu bekommen, wurde eine Interviewstudie 

durchgeführt (Götz & Gasteiger 2022). Es zeigte sich, dass es einen Zusammenhang zwischen 

Herangehensweisen der Schülerinnen und Schüler bei der Bearbeitung von Aufgaben zur 

Achsenspiegelung (wie beispielsweise Eigenschaften von Achsenspiegelung oder mentale Bil-

der) und ihren Lösungsprodukten gibt (Götz & Gasteiger 2022). Dazu wurden Schülerinnen 

und Schüler der Jahrgangsstufe 4 (n = 42; Altersdurchschnitt = 9,84 Jahre) während ihrer Be-

arbeitung der folgenden vier Aufgaben zur Spiegelung ebener geschlossener Figuren an einer 

Achse (vgl. Abbildung 21) videografiert.  

Aufgabe 1 Aufgabe 2 Aufgabe 3 Aufgabe 4 

 

 

  

Abbildung 21: Aufgaben zur Achsenspiegelung der Studie Götz und Gasteiger (2022) 

Die Schülerinnen und Schüler wurden darum gebeten, während ihres Bearbeitungsprozesses 

laut zu denken. Zusätzlich wurden im Anschluss an die jeweilige Aufgabenbearbeitung teil-

strukturierte Interviews mit den Schülerinnen und Schülern durchgeführt, die zum Zweck 

hatten, weitere Informationen zum Bearbeitungsprozess und Herangehensweisen während 

der Aufgabenbearbeitung zu gewinnen. 

 

29 Diese Denkansätze und Strategien werden im Folgenden als Herangehensweisen bezeichnet. 
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5.2.1.1 Kategorienschema zur Erfassung von Herangehensweisen der Schülerinnen und Schüler 

bei der Achsenspiegelung 

Die Erfassung der Herangehensweisen der Schülerinnen und Schüler während des Bearbei-

tungsprozesses dient dem Ziel, detaillierte Lernvoraussetzungen und Lernvorgänge von Schü-

lerinnen und Schülern der Jahrgangsstufe 4 bei der Achsenspiegelung zu erfassen. Diese Her-

angehensweisen wurden mit Hilfe der qualitativen Inhaltsanalyse nach Mayring (2014) er-

fasst. Da bisher kaum Wissen darüber vorliegt, wie Schülerinnen und Schüler der Grund-

schule überhaupt bei der Bearbeitung von Aufgaben zur Achsenspiegelung vorgehen, wurden 

diese anhand eines Kategoriensystems erfasst, welches theorie- und datenbasiert entwickelt 

wurde. Tabelle 4 bis Tabelle 7 stellen das Kategoriensystem30 mit seinen einzelnen Kategorien 

dar (vgl. Götz & Gasteiger 2022). Für beispielhafte Schülerlösungen zu den einzelnen Unter-

kategorien siehe Götz und Gasteiger (2022). 

Tabelle 4: Hauptkategorie "Eigenschaften der Achsenspiegelung" inkl. Unterkategorien 

Unterkategorie Definition der Kategorie 

Kongruenz der 
Seiten 

Eine mündliche Äußerung oder eine Handlung wird getätigt, die auf die Berücksichtigung 
oder Bestimmung der Kongruenz der Seiten hinweist. 

„Andersherum“ Eine mündliche Äußerung oder eine Handlung wird getätigt, die darauf hinweist, dass das 
Kriterium "andersherum" beachtet wurde, was bedeutet, dass das Bild "genau umgekehrt" 
ist.  

Punkte haben 
Spiegelpunkte 

Eine mündliche Äußerung oder eine Handlung wird getätigt, die darauf hindeutet, dass die 
Schülerin bzw. der Schüler sich der Tatsache bewusst ist, dass die Punkte der Figur Spie-
gelpunkte haben. Diese Kategorie wird kodiert, wenn die Schülerin bzw. der Schüler min-
destens zwei Eckpunkte (oder Punkte) der Figur durch Heranziehen dieses Kriteriums iden-
tifiziert. 

Entfernung bei 
45°-Achsen 

Eine mündliche Äußerung oder eine Handlung wird getätigt, die zeigt, dass eine Berück-
sichtigung oder Bestimmung der Entfernung eines Punktes bzw. der Figur zur Spiegelachse 
stattfindet. Die Entfernung wird als eine Verbindung zwischen Punkt (Spiegelpunkt) und 
Achse verstanden, die nicht die kürzeste ist. 

Abstand bei 45°-
Achsen 

Eine mündliche Äußerung oder eine Handlung wird getätigt, die zeigt, dass eine Berück-
sichtigung oder Bestimmung des Abstandes (kürzeste Entfernung) eines Punktes bzw. der 
Figur zu einer 45°-Achse stattfindet. Dieses Kriterium wird auch kodiert, wenn es nur auf 
einen Punkt der Figur (und seinen Spiegelpunkt) angewendet wird. 

Abstand bei ver-
tikalen und hori-
zontalen Spiegel-
achsen 

Eine mündliche Äußerung oder eine Handlung wird getätigt, die zeigt, dass eine Berück-
sichtigung oder Bestimmung des Abstandes (kürzeste Entfernung) zu einer vertikalen oder 
horizontalen Spiegelachse stattfindet. Dieses Kriterium wird auch kodiert, wenn es nur auf 
einen Punkt der Figur (und seinen Spiegelpunkt) angewendet wird. 

Abstand zum 
Rand 

Eine mündliche Äußerung oder eine Handlung wird getätigt, die zeigt, dass eine Berück-
sichtigung oder Bestimmung des Abstandes bzw. der Entfernung zum Rand des Blattes oder 
des Kästchengitters bzw. Punkterasters stattfindet. 

 

30 Dabei handelt es sich in Teilen um eine Weiterentwicklung bzw. Vertiefung der Kriterien, die von Ramful et 
al. (2015) erfolgte. 
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Tabelle 5: Hauptkategorie "Ganzheitliche Herangehensweisen" inkl. Unterkategorien 

Unterkategorie Definition der Kategorie 

Holistisches  
Vorgehen 

Eine mündliche Äußerung oder eine Handlung wird getätigt, die darauf hinweist, dass die 
Schülerin bzw. der Schüler das Spiegelbild im Sinne von "das muss da hin" zu zeichnen 
scheint. Ohne sichtbare Kriterien wie z. B. die Kongruenz der Seiten anzuwenden, scheint 
die Schülerin bzw. der Schüler visuell und/oder gedanklich zu wissen, "wie die Form ausse-
hen muss". 

Kongruenz der 
Gesamtfigur 

Eine mündliche Äußerung oder eine Handlung wird getätigt, die darauf hinweist, dass die 
Figur und Bildfigur die gleiche Form haben müssen ("gleich aussehen"). Figur und Bildfigur 
werden als Ganzes gesehen; einzelne Eigenschaften der Figur/ Bildfigur werden in diesem 
Zusammenhang nicht erwähnt. 

 

Tabelle 6: Hauptkategorie "Gesten und Handlungen, die den Spiegelungsprozess veranschaulichen" inkl. Unter-
kategorien 

Unterkategorie Definition der Kategorie 

Drehen des  
Blattes 

Eine Handlung wird durchgeführt, bei der das Blatt zur Bearbeitung der Aufgabe gedreht 
wird.  
Dieses Kriterium wird nicht kodiert, wenn das Blatt nur kurz gedreht wurde, um das Zeich-
nen eines Liniensegments der Bildfigur zu erleichtern. 

Geste: Falten Eine Handlung mit einer Bewegung wird durchgeführt... 
• die einer Faltbewegung ähnelt (z. B. eine Hand faltet von links nach rechts oder 

umgekehrt).  
• bei der beide Hände zusammengelegt werden, um die Faltbewegung zu imitieren. 

Zu dieser Unterkategorie gehören auch die sehr wenigen Bewegungen, aus denen deutlich 
wird, dass die Form um einen bestimmten Punkt gedreht ist. 

Geste: Spiegeln Eine Handlung wird durchgeführt... 
• bei der das Lineal oder das Geodreieck auf die Achse gesetzt wird, um einen Spiegel 

zu imitieren bzw. um den Vorgang des Spiegelns zu veranschaulichen oder zu er-
klären. 

• in der der Spiegel bzw. das Spiegeln mit den Händen und/oder einer Geste des Spie-
gelns dargestellt wird. 

Lineal als Spiegel Es wird eine Handlung durchgeführt, bei der das Lineal bzw. Geodreieck auf die Spiegelachse 
gestellt und als Mira-Spiegel (transparenter Spiegel) verwendet wird. Die Spiegelung der 
Figur im Lineal/ Geodreieck wird verwendet, um die Position der Bildfigur zu erkennen. 

 

Tabelle 7: Hauptkategorie "Mentale Bilder, die den Spiegelungsprozess veranschaulichen" inkl. Unterkategorien 

Unterkategorie Definition der Kategorie 

Gedankliches  
Falten 

Eine mündliche Äußerung wird getätigt, die darauf hinweist, dass die Schülerin/ der Schüler 
sich während der Aufgabenbearbeitung/ bei der Beantwortung einer Frage ein gedankliches 
Falten vorstellt, um die Aufgabe zu lösen. 

Gedankliches 
Spiegeln 

Eine mündliche Äußerung wird getätigt, die darauf hinweist, dass die Schülerin/ der Schüler 
sich während der Aufgabenbearbeitung/ bei der Beantwortung einer Frage ein gedankliches 
Spiegeln vorstellt, um die Aufgabe zu lösen. 

Welche Kriterien Schülerinnen und Schüler verwenden, wurde anhand des dargestellten – 

und in der Studie von Götz und Gasteiger (2022) herausgearbeiteten – Kategoriensystems 

erhoben und wird im Folgenden berichtet. 
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5.2.1.2 Deskriptive Häufigkeiten zu den von den Schülerinnen und Schülern herangezogenen 

Kriterien 

Die Anwendung des Kategorienschemas zur Analyse der Bearbeitungen bzw. Vorgehenswei-

sen der Schülerinnen und Schüler zeigte, dass vor allem Kriterien der Hauptkategorie „Eigen-

schaften der Achsenspiegelung“ und insbesondere die des Abstandes und der Kongruenz der 

Seiten herangezogen werden (vgl. Abbildung 22).  

 
Abbildung 22: Gesamtübersicht der Herangehensweisen bei der Bearbeitung der Aufgaben zur Achsenspiege-
lung 

Um aufgabenspezifische Unterschiede herauszuarbeiten, wurden alle in den Bearbeitungen 

der Schülerinnen und Schüler herangezogenen Kriterien für jede Aufgabe im Detail betrachtet 

(vgl. auch Götz & Gasteiger 2022, Fig. 2).  

Eigenschaften der Achsenspiegelung. Bezüglich der Hauptkategorie „Eigenschaf-

ten der Achsenspiegelung“ wurden die Kongruenz der Seiten und der Abstand zur Spiegelachse 

in allen vier Aufgaben herangezogen. Von besonderem Interesse war an dieser Stelle die Un-

terscheidung der unterschiedlichen Unterkategorien, in die das Kriterium Abstand zu unter-

scheiden ist (vgl. Kategoriensystem, Abschnitt 5.2.1.1). Bei Achsenspiegelungen an vertikalen 

oder horizontalen Achsen entsprechen sich Abstand und Entfernung eines Punktes bzw. Bild-

punktes zur Spiegelachse – aus diesem Grund wird für die Aufgaben 1 und 2 hier nicht zwi-

schen Abstand und Entfernung unterschieden. Für Aufgaben an 45°-Achsen (Aufgaben 3 

und 4 dieser Studie; siehe Abbildung 21) ist die Unterscheidung dieser beiden Kategorien von 
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Bedeutung. In Aufgabe 3 zogen nur fünf von 28 Schülerinnen und Schülern den Abstand und 

nicht die Entfernung zur Achse als Kriterium heran, in Aufgabe 4 waren es nur zwei von 26 

Schülerinnen und Schülern (Götz & Gasteiger 2022). 

 Ganzheitliche Herangehensweisen. Auffällig bei den absoluten Häufigkeiten be-

züglich der beiden Unterkategorien holistisches Vorgehen und Kongruenz der Gesamtfigur die-

ser Hauptkategorie ist, dass insbesondere bei der Aufgabe mit der Figur, deren Seiten das 

Kästchengitter „irgendwie“ schneiden („schräge Linien“) (Aufgabe 1, siehe Abbildung 21) ho-

listisches Vorgehen vermehrt auftrat. Dies ist insbesondere von Interesse, da bei dieser Aufgabe 

die Anzahl der Schülerinnen und Schüler, die die Kongruenz der Seiten bei der Bearbeitung 

heranziehen, deutlich geringer war, als bei den anderen drei Aufgaben, bei denen die Figuren 

keine schrägen Linien aufweisen (siehe Abbildung 21) (Götz & Gasteiger 2022).  

Mentale Bilder, die den Spiegelungsprozess veranschaulichen. Die Auswertung 

der absoluten Häufigkeiten des Heranziehens „Mentaler Bilder“ der Schülerinnen und Schüler 

bei der Bearbeitung der Aufgaben zeigt, dass insgesamt bei allen Aufgaben mehr das gedank-

liche Spiegeln als das gedankliche Falten herangezogen wurde. Ebenso zeigte sich, dass mit 

steigender Schwierigkeit der Aufgabe, insgesamt tendenziell mehr auf „Mentale Bilder, die 

den Spiegelungsprozess veranschaulichen“ zurückgegriffen wurde (Götz & Gasteiger 2022).  

Gesten und Handlungen, die den Spiegelungsprozess veranschaulichen. Auch 

bei der Auswertung der Hauptkategorie „Gesten und Handlungen, die den Spiegelungspro-

zess veranschaulichen“ wurde die Geste des Spiegelns häufiger als die Geste des Faltens in den 

Bearbeitungen der Schülerinnen und Schüler identifiziert. Das Heranziehen dieser beiden 

Gesten fand häufiger bei Spiegelungen an 45°-Achsen als bei Spiegelungen an vertikalen oder 

horizontalen Achsen statt. Das Drehen des Blattes zur Bearbeitung der Aufgaben und die Ver-

wendung des Lineals als Spiegel wurde nur selten bzw. nur bei einer Schülerin (allerdings bei 

allen Aufgaben) beobachtet (Götz & Gasteiger 2022). 

5.2.1.3 Zusammenhänge zwischen Lösungsprodukt und Herangehensweisen  

Von besonderem Interesse waren in der Studie von Götz und Gasteiger (2022) die Zusammen-

hänge zwischen dem Lösungsprodukt und der im Lösungsprozess von den Schülerinnen und 
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Schülern genutzten Herangehensweisen (Forschungsdesiderat 6). Um Zusammenhänge her-

auszuarbeiten, wurden die Lösungsprodukte der Schülerinnen und Schüler nach typischen 

Fehlern kodiert (vgl. Ergebnisse 5.1.2.1)31(vgl. Götz & Gasteiger 2022): 

• Inkorrekte Spiegelung: Spiegelung an der gegebenen Achse, jedoch Position der Bild-

figur nicht korrekt 

• Inkorrekte Spiegelung: Verschiebung der Figur auf die andere Seite der Spiegelachse 

• Inkorrekte Spiegelung: Spiegelung an einer gedachten vertikalen Achse 

• Inkorrekte Spiegelung: Spiegelung an einer gedachten horizontalen Achse32 

• Inkorrekte Spiegelung: Spiegelung an einer gedachten vertikalen Achse und Verschie-

bung der Figur ODER Drehung der Figur um ein Drehzentrum 

• Korrekte Spiegelung 

Schülerinnen und Schüler, die bei der gleichen Aufgabe zum gleichen Lösungsprodukt kamen, 

wurden zu Gruppen zusammengefasst. Diese Gruppen mit gleichen Lösungsprodukten wur-

den dann in Zusammenhang mit den Herangehensweisen bei der Bearbeitung gebracht. Die 

Ergebnisse der detaillierten Analyse der Studie von Götz und Gasteiger (2022) werden im 

Folgenden zusammengefasst. Hinsichtlich dieser Zusammenhänge war davon auszugehen, 

dass die von den Schülerinnen und Schülern verwendeten Herangehensweisen ein jeweils 

mehr oder weniger tiefes, mathematisches Verständnis der Achsenspiegelung offenbaren.33 

Spiegelung an der gegebenen Achse, jedoch Position der Bildfigur nicht kor-

rekt. Dieses Lösungsprodukt wurde nur bei Aufgaben an vertikalen und horizontalen Achsen 

identifiziert. Schülerinnen und Schüler, die zu diesem Lösungsprodukt kamen, zogen im Ver-

gleich zu anderen Lösungsprodukten häufiger „Ganzheitliche Herangehensweisen“ heran. 

Insbesondere das holistische Vorgehen konnte häufiger in der Aufgabe mit der Figur mit schrä-

gen Linien (Aufgabe 1, vgl. Abbildung 21, S. 94) als in Aufgaben ohne schräge Linien (Auf-

gabe 2) beobachtet werden. Im Vergleich zu anderen Lösungsprodukten, die bei diesen Auf-

gaben vorkamen, wurde die Kongruenz der Seiten bei der Bearbeitung seltener herangezogen 

(Götz & Gasteiger 2022).  

 

31 Für eine genaue Beschreibung der Häufigkeiten der einzelnen Fehler siehe Götz und Gasteiger (2022). 
32 Da es zu diesem Lösungsprodukt nur sehr wenige Fälle gibt, wird dieses Lösungsprodukt im Folgenden ge-
meinsam mit dem Lösungsprodukt Spiegelung an einer gedachten vertikalen Achse betrachtet. 
33 Für eine detaillierte Analyse des Zusammenhangs zwischen den Herangehensweisen der Schülerinnen und 
Schüler in den verschiedenen Aufgaben und ihrer Lösungsprodukte siehe Götz und Gasteiger (2022, Table 7). 
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Verschiebung der Figur auf die andere Seite der Spiegelachse. Über alle Aufga-

ben hinweg zeigte sich, dass die Kongruenz der Seiten sehr häufig in den Bearbeitungen her-

angezogen wurde, die zu verschobenen Figuren führten – wohingegen der Abstand bzw. die 

Entfernung selten herangezogen wurden. Schülerinnen und Schüler, die die Figur verschoben, 

zogen häufig ebenso „Ganzheitliche Vorgehensweisen“ heran. Insbesondere bei der Aufgabe 

mit schrägen Linien (vgl. Abbildung 21 , S. 94, Aufgabe 1) konnte ein holistisches Vorgehen bei 

der Hälfte aller Schülerinnen und Schüler, die die Figur verschoben, identifiziert werden (Götz 

& Gasteiger 2022). In den Aufgaben an 45°-Achsen (vgl. Abbildung 21, S. 94, Aufgaben 3 und 

4) zeigten die Bearbeitungsprozesse der Schülerinnen und Schüler häufig einen Bezug zur 

Kongruenz der Gesamtfigur. Bei diesen Aufgabenbearbeitungen wurden insgesamt kaum 

„Gesten und Handlungen, die den Spiegelungsprozess veranschaulichen“ oder „Mentale Bil-

der, die den Spiegelungsprozess veranschaulichen“ herangezogen – ausgenommen bei Auf-

gabe 3 (Götz & Gasteiger 2022). 

Spiegelung an einer gedachten vertikalen bzw. horizontalen Achse. Dieses Lö-

sungsprodukt trat nur bei Aufgaben mit 45°-Achsen auf. Die Kongruenz der Seiten und die 

Entfernung (nicht Abstand) zur 45°-Achse wurden von sehr vielen Schülerinnen und Schülern 

bei der Bearbeitung herangezogen, die eine Spiegelung an einer gedachten vertikalen bzw. 

horizontalen Achse erkennen ließen (Götz & Gasteiger 2022). Im Vergleich zum Lösungspro-

dukt „Verschiebung der Figur auf die andere Seite der Achse“ konnte bei diesen Lösungspro-

dukten häufig auch die Herangehensweise „Andersherum“ in den Bearbeitungen identifiziert 

werden. Auffällig ist zusätzlich, dass in den Lösungsprozessen der Schülerinnen und Schüler 

häufiger als bei anderen Lösungsprodukten eine Geste des Spiegelns oder gedankliches Spiegeln 

identifiziert werden konnte (Götz & Gasteiger 2022).  

Spiegelung an einer gedachten Achse und Verschiebung der Figur oder Dre-

hung der Figur um ein Drehzentrum. Dieses Lösungsprodukt trat ebenfalls nur bei Auf-

gaben mit 45°-Achsen auf. Verglichen mit dem Lösungsprodukt Spiegelung an einer gedach-

ten vertikalen bzw. horizontalen Achse zeigten sich ähnlich hohe relative Häufigkeiten be-

züglich des Heranziehens der Kongruenz der Seiten (Götz & Gasteiger 2022). In allen Lösungs-

prozessen, die zu diesem Lösungsprodukt führen, wurde die Herangehensweise „Anders-

herum“ beachtet. Bezüglich der relativen Häufigkeiten der Hauptkategorien „Gesten und 

Handlungen, die den Spiegelungsprozess veranschaulichen“ sowie „Mentale Bilder, die den 

Spiegelungsprozess veranschaulichen“ zogen die Schülerinnen und Schüler bei Aufgabe 3 

(siehe Abbildung 21, S. 94) häufiger das Spiegeln (mental oder als Geste) heran und bei Aufgabe 
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4 (siehe Abbildung 21, S. 94) überwiegend das Falten (mental oder als Geste) (Götz & Gasteiger 

2022). In den Bearbeitungsprozessen zu diesem Lösungsprodukt konnte bei einigen Schüle-

rinnen und Schülern das Heranziehen des Abstands zur 45°-Achse identifiziert werden. Dabei 

ist dies das einzige Lösungsprodukt (unter allen beschriebenen inkorrekten Lösungsproduk-

ten (s.o.)), bei dem der Abstand zur 45°-Achse herangezogen wurde (Götz & Gasteiger 2022). 

Korrekte Spiegelung. Die meisten Schülerinnen und Schüler, die korrekt spiegelten, 

beachteten die Kongruenz der Seiten und den Abstand zur vertikalen/ horizontalen bzw. 45°-

Achse. Ebenso wurden in den korrekten Lösungsprodukten häufiger als in anderen Lösungs-

produkten die Herangehensweisen Punkte haben Spiegelpunkte (Aufgaben mit schrägen Li-

nien und an 45°-Achsen) und Drehen des Blattes (Aufgaben an 45°-Achsen) in den Bearbeitun-

gen genutzt (Götz & Gasteiger 2022). Ganzheitliche Herangehensweisen konnten bei richti-

gen Lösungsprodukten nur bei Aufgabe 1 identifiziert werden. Eine Schülerin löste die Auf-

gaben 2 bis 4, indem sie ihr Lineal als Spiegel benutzte. Mit Ausnahme von Aufgabe 3, glichen 

die relativen Häufigkeiten bezüglich des Gedanklichen Spiegelns und der Geste des Spiegelns 

denen der anderen Lösungsprodukte. In Aufgabe 4 wurden die Herangehensweisen Geste des 

Faltens, gedankliches Falten und gedankliches Spiegeln herangezogen (Götz & Gasteiger 2022). 
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6 Diskussion 

In dieser Arbeit wurde theoriebasiert erarbeitet, welche Facetten professionellen Wissens 

beim Unterrichten der Inhalte Symmetrie und Achsenspiegelung in der Grundschule von Be-

deutung sind. Zu einzelnen Facetten professionellen Wissens wurden Forschungsdesiderate 

formuliert, welche den Ausgangspunkt der empirischen Studien dieser Arbeit bildeten. Die 

durchgeführten Studien dienten dem Ziel gemäß einzelner Facetten, Wissen zu generieren, 

welches bisher bezüglich der einzelnen Facetten noch in sehr wenigen Studien untersucht 

wurde, nicht immer grundschulspezifisch ausdifferenziert vorlag sowie Ergebnisse vorheriger 

Studien noch zu wenig empirisch belegt sind. In Kapitel 5 wurden die Ergebnisse der durch-

geführten Studien dargestellt. Resümierend folgt an dieser Stelle – nach einer kritischen Re-

flexion – eine zusammenfassende Diskussion. Anschließend erfolgt eine Einordnung der Er-

gebnisse bezüglich der Facetten professionellen Wissens von Lehrerinnen und Lehrern in der 

Grundschule (vgl. auch Forschungsdesiderate). 

6.1 Kritische Reflexion der Studien 

Die zu dieser Arbeit durchgeführten Studien stellen eine Erweiterung der Wissensgrundlage 

zu verschiedenen Facetten professionellen Wissens für das Unterrichten der Inhalte Symmet-

rie und Achsenspiegelung in der Grundschule dar. Bevor die Ergebnisse der Studien im Detail 

diskutiert werden, werden an dieser Stelle einige Limitationen und methodische Einschrän-

kungen aufgeführt, die für die Interpretation der Ergebnisse in Betracht gezogen werden müs-

sen. Im Detail sind diese in den jeweiligen Publikationen berichtet.  

6.1.1 Stichprobe 

Aufgaben, die zur Analyse schwierigkeitsgenerierender Merkmale bei der Achsenspiegelung 

ausgewertet wurden, waren im Design der Pilotierungsstudien der Vergleichsarbeiten des In-

stituts zur Qualitätsentwicklung im Bildungswesen (IQB) enthalten (Götz & Gasteiger 2019). 

Da im Testdesign der Pilotierungsstudien der Vergleichsarbeiten weitere Inhaltsbereiche und 

Kompetenzen abgeprüft werden sowie die verwendeten Aufgaben aus Erhebungen unter-

schiedlicher Jahre stammen, stellten die Aufgaben zur Achsenspiegelung nur einen Teil der 

Gesamtzahl an Aufgaben der Pilotierungsstudie dar. Das in den Pilotierungsstudien der Ver-

gleichsarbeiten eingesetzte Multi-Matrix-Design hatte zur Folge, dass nicht alle Schülerinnen 

und Schüler alle Aufgaben zur Achsenspiegelung bearbeiteten. Dies hatte zur Folge, dass 
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keine individuumsbezogene Auswertung möglich war, d. h. keine interne Konsistenz bzw. 

Tendenz in den Aufgabenbearbeitungen bzw. den Lösungsprodukten ermittelt werden 

konnte.  

6.1.2 Studiendesign 

Detaillierte Fehleranalysen der Studien, die mit dieser Arbeit durchgeführt wurden, erlaubten 

es, präzise Aussagen zu typischen Fehlern von Schülerinnen und Schülern in der Grundschule 

bzw. in der Sekundarstufe zu treffen. Aussagen zu systematischen Fehlern, also Fehlern, die 

nach Käser (2011) individuelle Leistungen eines Kindes charakterisieren, können auf Basis der 

hier vorliegenden Erkenntnisse nicht getroffen werden. Zukünftige Forschungsprojekte soll-

ten daher zum Ziel haben, Wissen zu systematischen Fehlern in Form von Längsschnittdaten 

zu erheben, um Erkenntnisse zu individuellen Lernprozessen zu generieren. Auf dieser Basis 

könnte im Unterricht an den aktuellen Lernprozess einzelner Schülerinnen und Schüler an-

geknüpft und somit ein solider Wissensaufbau ermöglicht werden (Spychinger et al. 1999). 

6.1.3 Testinstrumente 

Zur Erhebung des Einflusses von Merkmalen ebener Figuren auf das Erkennen von Achsen-

symmetrie wurde in der Studie von Götz et al. (2020) ein Testinstrument verwendet, welches 

Aufgaben zu allen Arten von Symmetrieabbildungen inklusive Parallelverschiebung (vgl. Ab-

schnitt 5.1.4) enthielt. Theoretische und empirische Befunde, die im Vorhinein gesichtet wur-

den, gaben lediglich Hinweise darauf, dass die Punktsymmetrie einen Einfluss auf das Erken-

nen von Achsensymmetrie und das Einzeichnen von Symmetrieachsen in ebene Figuren hat. 

Bei der Planung der Studie wurde jedoch in Betracht gezogen, dass auch weitere Arten von 

Symmetrieabbildungen einer Figur eine Rolle bei der Aufgabenbearbeitung spielen könnten, 

weshalb auch diese in den Aufgabenpool aufgenommen wurden. Dieser Entschluss hatte je-

doch zur Folge, dass zu allen Arten von Symmetrieabbildungen inkl. Parallelverschiebung nur 

zwei bzw. drei Figuren in den Testinstrumenten enthalten waren. Aus diesem Grund konnten 

keine statistischen Zusammenhänge des Einflusses der Aufgabenmerkmale (Ausrichtung der 

Achse, Art der Symmetrie der Figur, Anzahl der Symmetrieachsen) auf die Aufgabenbearbei-

tung durchgeführt werden. Eine erneute Durchführung der Studie sollte insbesondere auf ei-

ner breiteren Aufgabenanzahl basieren. 
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6.1.4 Aufgabenmaterial 

Aus der oben genannten Integration der Aufgaben zur Achsenspiegelung in das Design der 

Pilotierungsstudien, ergab sich, dass zwar einige Aufgabenmerkmale systematisch erhoben 

werden konnten, doch wäre eine noch breitere Variation der Merkmale über mehr Aufgaben 

wünschenswert gewesen. Dies hätte es erlaubt, die durchgeführten Vergleiche von Aufga-

benpaaren an mehreren Beispielen durchzuführen. Unter diese Einschränkungen in der Vari-

ation der Merkmale fällt zum Beispiel auch, dass bei der Erhebung des Merkmals des Unter-

grundes nur die Merkmalsausprägungen Kästchengitter und Punkteraster aufgenommen 

werden konnten. Grund hierfür war, dass im Rahmen der Vergleichsarbeiten die Auswer-

tungsanleitungen eindeutig sein mussten. Aufgaben zur Spiegelung auf Blankopapier sind aus 

diesem Grund nicht möglich gewesen, da ein eindeutiger Toleranzbereich der Zeichnungen 

der Schülerinnen und Schüler einen zu erheblichen Korrekturaufwand dargestellt hätte. Be-

züglich der Vermutungen zum Untergrund Blankopapier (vgl. Küchemann 1981; Grenier 

1985a) konnten deshalb keine neuen Erkenntnisse gewonnen werden. 

Die Auswahl der in den Studien von Götz und Gasteiger (2019) sowie Götz et al. (2020) ver-

wendeten Aufgaben fand auf Basis theoretischer und empirischer Befunde statt. Dennoch 

sind bezüglich der Aufgabenauswahl einige Punkte zu nennen, die bei einer erneuten Durch-

führung der Studien beachtet werden sollten. Bei der Auswahl der Aufgaben zur Achsenspie-

gelung an 45°-Achsen wurde versucht, einfache ebene geschlossene Figuren zu verwenden 

(wie bspw. Rechtecke), um die Aufgabenschwierigkeiten besser beurteilen zu können. Jedoch 

bedingte diese Einfachheit – welche zunächst für die Beurteilung der Aufgabenschwierigkei-

ten sehr hilfreich war –, dass im Auswertungsschritt der Analyse typischer Fehler manche 

Lösungsprodukte nicht voneinander unterschieden werden konnten (vgl. Beispiel Rechteck 

in Abbildung 12, S. 84). In den darauffolgenden Erhebungen, welche die Analyse der Fehler 

bzw. der Lösungsprodukte der Schülerinnen und Schüler in den Fokus rückten, wurden diese 

Aufgaben abgeändert, wodurch differenziertere Aussagen zu den Lösungsprodukten möglich 

wurden. Auch bei der Auswahl der Aufgaben zu den Schubfiguren in der Studie von Götz et 

al. (2020) wurde speziell auf die Figurwahl geachtet, indem beide Teilfiguren in der Gesamt-

figur deutlich erkennbar sind. Aus diesem Grund hatten Schubfiguren nicht nur Außenlinien, 

sondern auch durch die Figur verlaufende Linien. Diese Linien waren möglicherweise so präg-

nant, dass sie das Einzeichnen von Achsen beeinflussten. Ein weiterer kritischer Punkt ist, 

dass die Figuren dieser Studie so ausgewählt wurden, dass sie relativ einfach, jedoch auch 

nicht zu bekannt sein sollten, um Wissen zu Vorstellungen zur Achsensymmetrie zu erfassen 
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und nicht Reproduktion. Die deutlich besseren Lösungsquoten des Quadrats im Vergleich zu 

anderen Aufgaben mit ähnlich vielen einzuzeichnenden Achsen (Tabelle 3, S. 90) weisen da-

rauf hin, dass es an dieser Stelle gegebenenfalls nicht sehr sinnvoll war, eine den Schülerinnen 

und Schülern so bekannte Figur vorzulegen. Es ist durchaus denkbar, dass in erster Linie er-

lerntes Wissen reproduziert wurde.  

6.2 Interpretation der Ergebnisse zum Inhaltsbereich Achsenspiegelung 

Ein zentrales Anliegen dieser Arbeit war es, Wissen zu generieren, welches zum Unterrichten 

des Inhaltsbereiches Achsenspiegelung in der Grundschule hilfreich oder notwendig ist. In 

den einzelnen Studien dieser Arbeit wurden schwierigkeitsgenerierende Aufgabenmerkmale 

(Forschungsdesiderat 3; vgl. Götz & Gasteiger 2019), typische Fehler (Forschungsdesiderat 4; 

Götz & Gasteiger 2018a, 2018b; Götz 2020; Götz & Schulz 2018) und Herangehensweisen, die 

Schülerinnen und Schüler bei der Bearbeitung von Aufgaben zur Achsenspiegelung nutzen 

(Forschungsdesiderat 6; Götz & Gasteiger 2022), analysiert. Um herauszuarbeiten, wie die Ein-

zelergebnisse der Studien zusammen eine neue Wissensbasis für das Unterrichten des Inhalts 

Achsenspiegelung formen, werden die Erkenntnisse der Studien im Folgenden in einer Zu-

sammenschau gemeinsam diskutiert. Abschließend werden in diesem Unterkapitel aus den 

Analysen der Zusammenhänge zwischen schwierigkeitsgenerierenden Merkmalen, Fehlern 

und Herangehensweisen, die für die Bearbeitung herangezogen werden, Schlussfolgerungen 

auf das zugrundeliegende Verständnis von Achsenspiegelungen der Grundschülerinnen und 

-schüler gezogen. 

6.2.1 Synthese der Ergebnisse zur Achsenspiegelung – diskutiert entlang schwierigkeitsge-

nerierender Aufgabenmerkmale 

Systematische Erkenntnisse zu schwierigkeitsgenerierenden Merkmalen werden als Aus-

gangspunkt genommen, um daran entlang die in dieser Studie generierte Wissensbasis zum 

Verständnis von Schülerinnen und Schülern zur Achsenspiegelung zu diskutieren: Fehler von 

Schülerinnen und Schülern und Herangehensweisen, die sie für die Bearbeitung der Aufga-

benstellungen nutzen, stehen in einem engen Zusammenhang mit schwierigkeitsgenerieren-

den Aufgabenmerkmalen. Gleichermaßen können die von den Schülerinnen und Schülern 

gemachten Fehler Rückschlüsse auf die Schwierigkeit von Aufgaben geben; Herangehenswei-

sen, die die Schülerinnen und Schüler während der Bearbeitung verwenden, geben wiederum 

Aufschluss über Hintergründe für das Entstehen von Fehlern.  



106 

 

Die Lage der Achse konnte in der Studie von Götz und Gasteiger (2019) als schwierigkeits-

generierendes Merkmal bei der Achsenspiegelung bestätigt werden (vgl. auch Bornstein & 

Stiles-Davis 1984; Schmidt 1986; Küchemann 1981; Grenier 1985a, 1985b). Es hat sich gezeigt, 

dass Aufgaben an 45°-Achsen den Schülerinnen und Schülern Schwierigkeiten bereiten (vgl. 

Abschnitt 5.1.1.1). Im Folgenden werden häufige Fehler, die sich aus der Lage der Achse erge-

ben, berichtet und vor dem Hintergrund genutzter Herangehensweisen sowie allgemeiner 

pädagogisch-psychologischer Lernvoraussetzungen diskutiert. 

Auffälligste Fehler bei der Spiegelung nicht anliegender Figuren an 45°-Achsen sind die „Ver-

schiebung der Figur“ oder die „Spiegelung der Figur an einer gedachten vertikalen Achse“ 

(vgl. Abschnitt 5.1.2.1; auch Küchemann 1981). Weiterhin tritt in der Grundschule der Fehler 

der „Mitspiegelung der Achse“ bei Aufgaben mit anliegenden und nicht-anliegenden Figuren 

an 45°-Achsen auf (Götz & Gasteiger 2018a, 2018b; Götz & Schulz 2018; vgl. auch Abschnitte 

5.1.2.1 und 5.1.2.2).  

Eine nähere Analyse der Schülerfehler „Spiegelung an einer gedachten vertikalen Achse“ und 

„Mitspiegelung der Achse“ zeigte, dass die gedachte vertikale Achse einer gedachten vertika-

len Faltkante des zugrundeliegenden Kästchengitters entsprechen könnte und die eigentliche 

Achse der Aufgabenstellung ignoriert (Götz & Gasteiger 2019) bzw. sogar mitgespiegelt 

wurde (vgl. Abschnitte 5.1.2.1 und 5.1.2.2). Die Schülerinnen und Schüler scheinen in diesen 

Fällen das zugrundeliegende Kästchenpapier mittig vertikal (vgl. Abbildung 11, Mitspiegelung 

der Achse an gedachter vertikaler Achse, S. 82) oder durch die Ecken des Kästchengitters (vgl. 

Abbildung 11, Mitspiegelung der Achse an gedachter Faltkante des Blattes, S. 82; vgl. auch Ab-

bildung 15, S. 86) gedanklich zu falten/ zu spiegeln. Eine mögliche Ursache dieser Fehler bei 

der Spiegelung an 45°-Achsen ist darin zu sehen, dass handlungsgebundene Verfahren zum 

Herstellen oder Prüfen von Achsensymmetrie, wie z. B. Klecksbilder, Faltschnitte oder das 

Verwenden eines Spiegels, im Unterricht meist so durchgeführt werden, dass die Achse ver-

tikal zum Blattrand bzw. auch zum Betrachter liegt. Die Vermutung, dass Schülerinnen und 

Schüler das Kästchengitter gedanklich falten, wird unterstützt durch die Erkenntnis, dass 

viele Schülerinnen und Schüler der Jahrgangsstufe 4 Gesten des Spiegelns bei der Bearbeitung 

von Aufgaben zur Achsenspiegelung heranziehen (wie beispielsweise das Nachahmen eines 

Spiegels mit der Hand) (Götz & Gasteiger 2022) – dabei wird die Hand u. a. auch bei der 

Spiegelung an 45°-Achsen auf eine gedachte vertikale Faltlinie gestellt (vgl. Abschnitt 4.2.1).  
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Die Fehler der „Verschiebung der Figur“ und „Spiegelung an einer gedachten vertikalen 

Achse“ bei Aufgaben mit nicht-anliegenden Figuren treten sowohl in der Grundschule als 

auch in der Sekundarstufe auf. Diese Fehler geben Anlass zu vermuten, dass nicht allein das 

Wissen zu Symmetrie und Achsenspiegelung, sondern auch andere Faktoren, wie z. B. Fähig-

keiten im Bereich des räumlichen Denkens eine Rolle bei der Bearbeitung der Aufgaben spie-

len könnten (vgl. Abschnitt 2.4.1). Die Dominanz der vertikalen bzw. horizontalen Achse (und 

vor allem die Häufigkeit des Auftretens dieser Fehler in Jahrgangsstufe 3 bzw. 4) kann zum 

einen durch die Symmetrie des visuellen Systems selbst und zum anderen durch die Entwick-

lung des räumlichen Denkens beim Kind erklärt werden (Piaget, Inhelder und Szeminska 

1974). Spiegelungen an vertikalen Achsen fallen vermutlich deshalb leichter, da eine vertikale 

Achse der Symmetrie des visuellen Systems selbst, also der Ausrichtung unseres Sehens bzw. 

der Wahrnehmung entspricht, mit welcher der Mensch auch im täglichen Leben häufig zu 

tun hat wie bspw. die in unserem Alltag sehr präsente Schriftsprache, die (ebenso wie die 

vertikale Achse) eine links-rechts Ausrichtung hat (Boswell 1976; siehe auch Corbalis & 

Roldan 1974). Spiegelungen an 45°-Achsen stellen hingegen einen höheren Anspruch an die 

mentale Vorstellungsfähigkeit: Bei der Spiegelung an 45°-Achsen entspricht der Bezugsrah-

men nicht mehr dem unseres visuellen Systems bzw. nicht mehr dem des Betrachters der 

Aufgabe (vgl. Piaget et al. 1974). Somit erfordert die Spiegelung an 45°-Achsen den Wechsel 

des Bezugsrahmens, um zu einem korrekten Ergebnis zu kommen. Die Fähigkeit den Bezugs-

rahmen zu wechseln (weg von der eigenen Sicht) entwickelt sich erst gegen Ende des konkret-

operationalen Stadiums beim Kind (Piaget & Inhelder 1971). Auf den ersten Stufen der von 

Piaget et al. (1974) beschriebenen Entwicklung des räumlichen Denkens sind Kinder noch 

nicht in der Lage den Bezugsrahmen zu wechseln. Interessant ist an dieser Stelle das Ergebnis 

von Götz und Gasteiger (2022), dass einige Schülerinnen und Schüler scheinbar ihre eigene 

Strategie haben, den Bezugsrahmen zu ändern: Einige Schülerinnen und Schüler drehen das 

Blatt zur Bearbeitung der Aufgaben und es gelingt ihnen dadurch, die Aufgaben korrekt zu 

lösen. Kritischer als bei Grundschülerinnen und -schülern ist jedoch die Wahl des falschen 

Bezugsrahmens von Schülerinnen und Schülern der Jahrgangsstufe 7 zu sehen (vgl. Fehler 

„Spiegelung an einer vertikalen Achse“, Abschnitt 5.1.2.1). Auch wenn die Fehler „Verschie-

bung der Figur“ und „Spiegelung an einer gedachten vertikalen Achse“ bei Aufgaben mit 

nicht-anliegenden Figuren in der Sekundarstufe deutlich seltener auftreten als in der Primar-

stufe (Götz 2020; vgl. Abschnitt 5.1.2), so machen doch über ein Drittel aller befragten Schü-
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lerinnen und Schüler einen dieser Fehler. Entsprechend der Entwicklung kognitiver Fähigkei-

ten nach Piaget et al. (1974) und der Entwicklung des Begriffsverständnisses nach Kirsche 

(1992) bezüglich der Achsensymmetrie wäre davon auszugehen, dass Schülerinnen und Schü-

ler im Sekundarstufen-Alter in ihrer Entwicklung auf einem höheren Niveau sein sollten als 

Kinder im Grundschulalter. Es scheint demnach so, als hätte in der Sekundarstufe eine fort-

geschrittene Loslösung von kinematischen Vorstellungen nur bei zwei Drittel der hier unter-

suchten Schülerinnen und Schüler stattgefunden. 

Eine weitere Erklärung für die Schwierigkeiten der Schülerinnen und Schüler bei Spiegelun-

gen an 45°-Achsen könnte darin vermutet werden, dass auch das Heranziehen des „Abstands“ 

bei Aufgaben mit nicht anliegenden Figuren eine schwierigkeitsgenerierende Funktion hat. 

Beim Heranziehen des „Abstands“ im Allgemeinen wurde bei nicht anliegenden Figuren über-

wiegend die „Entfernung zur Achse“ und nicht der „Abstand zur Achse“ beachtet (vgl. Götz & 

Gasteiger 2022, Abschnitt 6.2.1.2) und somit die Aufgabe nicht korrekt gelöst. Aufgaben an 

45°-Achsen richtig zu lösen (und den „Abstand zur Achse“ heranzuziehen), würde ein Ver-

ständnis der Orthogonalität miteinschließen; diese wird jedoch an Grundschulen in Deutsch-

land nicht explizit gelehrt (vgl. u. a. KMK 2005; Niedersächsisches Kultusministerium 2017). 

Entsprechend selten wurde dies beobachtet: Lediglich bei richtigen Lösungen und bei dem 

Lösungsprodukt „Spiegelung an einer gedachten Achse und Verschiebung der Figur ODER 

Drehung der Figur um ein Drehzentrum“ konnte das Heranziehen des „Abstands zur Achse“ 

identifiziert werden. Auch bei Lösungsprodukten bei der Spiegelung anliegender Figuren an 

45°-Achsen (Götz & Gasteiger 2018a, 2018b; Götz 2020) zeigt sich, dass die Orthogonalität 

augenscheinlich nicht beachtet worden ist, wie beispielsweise bei den Lösungsprodukten 

„Verlängern von Seitenlinien der Figur“ (vgl. Abschnitt 5.1.2.2; Abbildung 13, S. 85). Aufgaben 

an vertikalen und horizontalen Achsen hingegen werden vergleichsweise gut gelöst, vermut-

lich auch, da das Kriterium der Orthogonalität keine Rolle spielt. Aus den vorliegenden Inter-

views der Studie von Götz und Gasteiger (2022) wird ersichtlich, dass aus dem Beachten des 

Merkmals Abstand an vertikalen und horizontalen Achsen keine Aussagen getroffen werden 

können, inwieweit die Rechtwinkligkeit betrachtet wurde – die Lösungsprodukte entspre-

chen denen der Beachtung der Entfernung an vertikalen Achsen (Götz & Gasteiger 2022). 

Bei der Analyse der Aufgabenmerkmale in Zusammenhang mit den Herangehensweisen fiel 

zudem auf, dass Schülerinnen und Schüler mehr Gesten und Handlungen bei der Bearbeitung 

von Aufgaben mit 45°-Achsen (vgl. Abschnitt 5.2.1.2) nutzten. Götz und Gasteiger (2022) se-

hen eine mögliche Begründung darin, dass die Lösung von Aufgaben an 45°-Achsen einen 
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höheren Grad an Raumvorstellung erfordert und der Aufbau sowie Umgang mit mentalen 

Bildern aus diesem Grund komplizierter ist als für Aufgaben mit vertikalen und horizontalen 

Achsen. Konkretes Handeln kann die Entwicklung mentaler Bilder unterstützen (Battista 

2007; auch Piaget 1971). Die Beobachtungen von Götz und Gasteiger (2022) lassen sich auch 

durch die Gesture-for-Conzeptualization-Hypothesis (Kita, Alibali & Chu 2017) bekräftigen. 

Nach Kita et al. (2017) unterstützen Gesten u. a. die Verarbeitung räumlich-motorischer In-

formationen. Die zentralen Thesen der Gesture-for-Conzeptualization-Hypothesis sind zum ei-

nen, dass je schwieriger eine zu lösende Aufgabe ist, desto mehr Gesten werden produziert 

(siehe für einen Überblick Kita et al. 2017). Zum anderen verbessert die Produktion von Gesten 

die „manipulation performance“ (wie z. B. bei Aufgaben zur mentalen Rotation) (vgl. Kita et 

al. 2017). Gesten tragen also zur Konzeptualisierung von Informationen bei und unterstützen 

auf diese Weise das Denken und Sprechen. 

Als weiteres schwierigkeitsgenerierendes Merkmal wurde der Abstand der Figur zur Achse 

herausgearbeitet. Aufgaben mit anliegenden Figuren werden von Schülerinnen und Schülern 

der Jahrgangsstufe 3 besser gelöst als Aufgaben mit nicht anliegenden Figuren (Götz & Gastei-

ger 2019; vgl. Abschnitt 6.1.1.2). Eine mögliche Erklärung hierfür lässt sich in der Entwicklung 

des Symmetriebegriffes finden (Kirsche 1992; siehe auch Vollrath 1984). Das Spiegeln anlie-

gender Figuren ist nahe an dem auf der ersten Stufe stark intuitiv und handlungsgebundenen 

Interpretieren von Symmetrie („Zusammenklappen“) und aus diesem Grund vermutlich leich-

ter für Grundschulkinder. Erst auf Stufe 3 prägt sich ein analytisches Verständnis bezüglich 

des Abstandes eines Punktes und seines Bildpunktes zur Achse aus (Kirsche 1992; vgl. auch 

Level 2 nach Küchemann (1981), S. 49), wodurch vermutlich auch das Bearbeiten von nicht 

anliegenden Figuren erleichtert wird.  

Götz und Gasteiger (2019) arbeiteten Merkmale der Komplexität ebener geschlossener 

Figuren heraus und identifizierten unterschiedliche Ausprägungen dieser Merkmale, die die 

Schwierigkeit von Aufgaben zur Achsenspiegelung beeinflussen (vgl. Abschnitt 3.3). Die Lage 

der Seiten der Figur auf dem Untergrund wurde als schwierigkeitsgenerierendes Merkmal her-

ausgestellt (Götz & Gasteiger 2019). Aufgaben mit der Ausprägung „Figur hat schräge Linien“ 

(d. h. Seiten der Figuren schneiden Kästchengitter „irgendwie“ und nicht in den Kästchen-

diagonalen) fallen Schülerinnen und Schülern der Jahrgangsstufe 3 am schwersten (vgl. Ab-

schnitt 5.1.1.3).  
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Auch an dieser Stelle kann allgemeines pädagogisch-psychologisches Wissen helfen, diese 

Aufgabenschwierigkeiten zu erklären. Diese könnten auf den höheren Anspruch an das zeich-

nerische Können und auf feinmotorische Fähigkeiten der Schülerinnen und Schüler zurück-

geführt werden (vgl. Abschnitt 2.4.1). Zeichnen entlang einer Linie oder entlang von Punkten 

bietet mehr Anhaltspunkte für korrekte Zeichnungen; man könnte auch hier vermuten, dass 

der Anspruch an die Fähigkeit der Raumvorstellung – vor allem an die Teilkomponente der 

räumlichen Beziehungen (u. a. Thurstone 1950; Lohman 1979; Radatz & Rickmeyer 1991) – 

beim Zeichnen schräger Linien höher ist: In diesem Fall muss die zu ziehende Linie in Bezie-

hung gesetzt werden zum Kästchengitter (Götz & Gasteiger 2019). Darüber hinaus lässt sich 

als Grund für diese Schwierigkeitsausprägung nennen, dass gewisse Strategien (wie das Zäh-

len der Länge einer Seitenlinie durch das Zählen der entsprechenden Kästchen entlang der 

Linie) bei schrägen Linien nicht funktionieren (Götz & Gasteiger 2022). In den Bearbeitungs-

prozessen der Schülerinnen und Schüler bei der Aufgabe mit einer Figur mit schrägen Linien 

wurde die Kongruenz der Seiten deutlich seltener herangezogen als bei Aufgaben mit Figuren 

ohne schräge Linien. Dementgegen wurden häufiger holistische Herangehensweisen in den 

Bearbeitungsprozessen der Schülerinnen und Schüler der Jahrgangsstufe 4 identifiziert (Götz 

& Gasteiger 2022). Im Umkehrschluss bedeutet diese Erkenntnis auch, dass die Ausprägung 

„schräge Linien“ des Merkmals „Lage der Seiten auf dem Untergrund“ (Götz & Gasteiger 2019) 

Schülerinnen und Schülern möglicherweise deshalb schwerfällt, weil eben diese Zählstrate-

gien nicht angewendet werden können und holistische Herangehensweisen nicht zwangsläu-

fig zu korrekten Ergebnissen bei der Bearbeitung derartiger Aufgaben führen.  

Götz und Gasteiger (2019) arbeiteten als weiteres Merkmal bezüglich der Komplexität der 

Figur die Lage der Seiten der Figur zur Achse heraus. Aufgaben mit Figuren, die zur Achse 

parallele oder orthogonale Seiten haben, fallen Schülerinnen und Schülern der Jahrgangsstufe 

3 am leichtesten. Aufgaben mit keiner zur Achse parallelen Seite sind besonders schwierig für 

Schülerinnen und Schüler der Jahrgangsstufe 3 (vgl. Abschnitt 5.1.1.4). Zu ähnlichen Ergeb-

nissen mit einfachen Figuren (wie Strecken oder Fahnen) kamen auch Küchemann (1981) und 

Grenier (1985a). Die Schwierigkeit dieses Merkmals lässt sich mit dem durch Küchemann 

(1981) beschriebenen „Beibehalten von Winkeln“ erklären (vgl. Abschnitt 2.3.2.2). Aufgaben, 

bei denen nur eine Neigung kontrolliert werden muss (wie beispielsweise bei Aufgaben mit 

Figuren, die zur Achse parallele oder orthogonale Seiten haben), können also selbst mit feh-

lerhafter Vorstellung z.T. richtig gelöst werden, da hier nur die Neigung der Figur oder der 

Achse kontrolliert werden müssen: Statt zu spiegeln kann eine Verschiebung der parallelen 
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Seite bzw. eine Verlängerung der orthogonalen Seite durchgeführt werden (und weitere Sei-

ten dann ergänzt werden). Zusätzlich scheint die Winkelkoordination insbesondere dann 

problematisch zu sein, wenn die Aufgabe eine 45°-Achse und keine zur Achse parallele Seite 

hat. Ein möglicher Grund hierfür könnte sein, dass dann zwei Abweichungen von der Verti-

kalen beachtet werden müssen – auch hier wäre zu vermuten, dass ein punktweises Vorgehen 

hilfreich sein könnte, um diese Fehler zu vermeiden (Götz & Gasteiger 2019; vgl. auch Küche-

mann 1981).  

Die Art des Untergrundes, auf dem die Spiegelung durchzuführen ist, hat ebenso einen Ein-

fluss auf die Schwierigkeit von Aufgaben zur Achsenspiegelung. Dabei werden Achsenspie-

gelungen auf Punkteraster von Schülerinnen und Schülern der Jahrgangsstufe 3 besser bear-

beitet als Achsenspiegelungen auf Kästchengitter (Götz & Gasteiger 2019; vgl. Abschnitt 

6.1.1.5). Bereits markierte Punkte – wie es sie im Punkteraster gibt – können als Orientierung 

bei der Achsenspiegelung dienen, gerade wenn noch kein umfassend analytisches Verständ-

nis ausgeprägt ist. Die Eckpunkte der Figuren liegen im Punkteraster immer auf einem Punkt 

des Punkterasters und sind dadurch leicht zu finden. Dieses Punkteraster ähnelt oftmals einer 

ikonischen Darstellung des Geobretts – ein Punkt entspricht einem Nagel. Im Kästchengitter 

hingegen besteht diesbezüglich eine erhöhte Anforderung an die Figur-Grund-Wahrneh-

mung (vgl. Unterkapitel 2.4), da zusätzlich die Wahrnehmungsleistung Kreuzungspunkte im 

Kästchengitter zu suchen, welche dann den Eckpunkten der Bildfigur entsprechen, erforder-

lich ist (Götz & Gasteiger 2019). Wie Götz und Gasteiger (2022) zeigten, nutzen nur sehr we-

nige Schülerinnen und Schüler bei der Bearbeitung der Aufgaben zur Achsenspiegelung auf 

Kästchengitter die Herangehensweise „Punkte haben Spiegelpunkte“ heran. Dies deutet darauf 

hin, dass ein analytisches Verständnis noch wenig ausgeprägt ist, und sich die Schülerinnen 

und Schüler der Grundschule deshalb anders behelfen müssen (bspw. durch das Drehen des 

Blattes o.ä.).  

6.2.2 Schlussfolgerungen auf das zugrundeliegende Verständnis von Achsenspiegelungen 

Aus der Betrachtung der Lösungsprodukte der Schülerinnen und Schüler der Jahrgangsstufe 4 

im Zusammenhang mit den Herangehensweisen, die die Schülerinnen und Schüler bei der 

Bearbeitung nutzen, lassen sich gewisse Abstufungen im Symmetrieverständnis ableiten (vgl. 

Götz & Gasteiger 2022). Über die von Küchemann (1981) aufgabenbasiert herausgearbeiteten 

Stufen hinaus (vgl. Abschnitt 2.3.2.2), erweitert die hier vorgenommene integrative Betrach-

tung schwierigkeitsgenerierender Merkmale mit auftretenden Fehlern und mit genutzten 
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Herangehensweisen bei der Aufgabenbearbeitung das Wissen um das Denken der Schülerin-

nen und Schüler. 

Schülerinnen und Schüler, die zum Lösungsprodukt Figur verschoben kommen, betrachte-

ten überwiegend die Kongruenz der Seiten und zeigten ganzheitliche Herangehensweisen (Götz 

& Gasteiger 2022). Die Autorinnen folgern daraus, dass bei diesen Kindern ein Symmetriever-

ständnis auf einem geringeren Level gegeben ist, da noch nicht einmal ein handlungsgebun-

denes Verständnis einer Achsenspiegelung vorliegt (vgl. auch Level 1 nach Küchemann 1981; 

siehe Abschnitt 2.3.2.2). Betrachtet man die Häufigkeit des Auftretens des Fehlers Figur ver-

schoben in der Grundschule (Götz & Gasteiger 2018a, 2018b) und in der Sekundarstufe (Götz 

2020), so lässt sich zudem feststellen, dass dieser Fehler in der Sekundarstufe sowohl bei an-

liegenden als auch insbesondere bei nicht anliegenden Figuren seltener aufgetreten ist (vgl. 

Abschnitte 5.1.2.1 und 5.1.2.2). Vergleicht man diese Erkenntnisse mit den von Küchemann 

(1981) beschriebenen Levels of understanding of reflection, so ist festzustellen, dass Küchemann 

diesen Fehlertypus nicht explizit in seinen Levels anspricht. Nach Küchemann (1981) liegt bei 

allen von ihm untersuchten Schülerinnen und Schülern der Sekundarstufe ein mindestens 

adäquates Verständnis von Achsenspiegelung vor (vgl. Abschnitt 2.3.2.2, Tabelle 2, S. 49, Stufe 

1). Da bei einer verschobenen Figur wesentliche Eigenschaften der Achsenspiegelung (bspw. 

die Richtungsumkehrung oder die Orthogonalität) jedoch nicht adäquat beachtet wurden, 

sind vor allem noch Grundschulkinder auf einem Level unterhalb der von Küchemann be-

schriebenen Levels zu sehen.  

Die qualitativen Analysen von Götz und Gasteiger (2022) zeigten weiterhin, dass für das Lö-

sungsprodukt Spiegelung an einer vertikalen bzw. horizontalen Achse ebenso die Kon-

gruenz der Seiten, aber auch die Herangehensweisen mentales Spiegeln, Geste des Spiegelns, 

andersherum und die Entfernung zur Spiegelachse herangezogen wurden. Dies lässt darauf 

schließen, dass bei den Schülerinnen und Schülern eine starke Idee des realen Spiegelns vor-

liegt und sie gedanklich einen vertikal ausgerichteten Spiegel vor sich stellen. Mögliche 

Gründe dafür können in der Entwicklung des räumlichen Denkens gesehen werden: Die Ent-

wicklung des räumlichen Denkens und der Aufbau mentaler Konzepte finden über die Verin-

nerlichung von Handlungen statt (u. a. Piaget & Inhelder 1971). Sind diese Handlungen ver-

innerlicht, erfordert das Lösen raumgeometrischer Aufgaben (wie bspw. Aufgaben zur Ach-

senspiegelung) unterschiedliche Prozesse des räumlichen Denkens: „[it] consists of a set of 

cognitive processes by which mental representations for spatial objects, relationsships, and 

transformations are constructed and manipulated.“ (Clements & Battista 1992, S. 420). In den 
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Lösungsprodukten der Spiegelung an einer vertikalen bzw. horizontalen Achse sind be-

reits Handlungen verinnerlicht worden – jedoch unreflektiert in Bezug auf die eigentliche 

Spiegelachse geblieben. Es scheint also als wäre der Schritt der Verinnerlichung vollzogen im 

Hinblick auf das falsche Bezugssystem. Dies geht einher mit den Ergebnissen der qualitativen 

Studie von Ramful et al. (2015). Die Autoren folgern aus detaillierten Analysen zweier Bear-

beitungen von Aufgaben zur Achsenspiegelung, dass Fehler auftreten, wenn die Schülerinnen 

und Schüler auf die visuelle Strategie als intuitive Ausweichlösung zurückgreifen (vgl. Ramful 

et al. 2015, S. 466). Die visuelle Strategie scheint der Idee des realen Spiegelns ähnlich. Auch 

wenn das Lösungsprodukt Spiegelung an einer vertikalen bzw. horizontalen Achse 

nicht der richtigen Lösung entspricht, so liegt doch zumindest das Verständnis (bewusst oder 

unbewusst) vor, dass die Achsenspiegelung richtungsumkehrend ist (eine mathematische Ei-

genschaft von Achsenspiegelungen) (vgl. Abschnitt 2.2.2.1).  

Auf einer weiterhin höheren Stufe des Symmetrieverständnisses kann das Lösungsprodukt 

Spiegelung an einer gedachten Achse und Verschiebung der Figur ODER Drehung 

der Figur um ein Drehzentrum gesehen werden. Schülerinnen und Schüler, die bei Aufga-

ben an 45°-Achsen zu diesem Lösungsprodukt kommen, ziehen die Kongruenz der Seiten, an-

dersherum, mentales Spiegeln und die Geste des Spiegelns (Aufgabe 3) und mentales Falten sowie 

Gesten des Faltens (Aufgabe 4) im Bearbeitungsprozess heran. Einige wenige Schülerinnen 

und Schüler bezogen sich in ihrem Lösungsprozess auch auf den Abstand zu 45°-Achsen – 

auch wenn diese Herangehensweise meist nur bei der Spiegelung des ersten Punktes heran-

gezogen wurde. Dieser erste Punkt wurde von den Schülerinnen und Schülern ermittelt und 

davon ausgehend die Figur (ohne die Ermittlung weiterer Punkte) fertiggezeichnet. Vor dem 

Hintergrund analytischer, semi-analytischer und holistischer Strategien beim Lösen von Auf-

gaben mit räumlichem Gehalt, kann diese Vorgehensweise als semi-analytisch eingeordnet 

werden (vgl. Tahri 1993; Lima 2006). Die Bestimmung des ersten Punktes stellt bei den oben 

beschriebenen Vorgehensweisen den analytischen Teil dar, anschließend wird die Bildfigur 

lediglich durch „Fertigzeichnen“ ergänzt, was einem eher holistischen Vorgehen (oder „vi-

sual-mental reproduction“ nach Ramful et al. (2015)) entspricht. Dieses semi-analytische Vor-

gehen führt nur bei Aufgaben mit 45°-Achsen zu einem falschen – bei Aufgaben an vertikalen 

und horizontalen Achsen jedoch zu einem richtigen Ergebnis. 

Korrekte Lösungen unterscheiden sich von anderen Lösungsprodukten überwiegend 

dadurch, dass der Abstand zur vertikalen, horizontalen und 45°-Achse bei der Aufgabenbear-
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beitung herangezogen wurden. Die Bearbeitungen der Schülerinnen und Schüler zeigen un-

terschiedliche Vorgehensweisen, die zur korrekten Lösung der Aufgaben (an 45°-Achsen) füh-

ren. Während manche Schülerinnen und Schüler Bildpunkte zu den Punkten der Figur be-

stimmten, drehten andere das Blatt oder verwendeten das Lineal als MIRA-Spiegel zum Lösen 

der Aufgabe (Götz & Gasteiger 2022). Die Autorinnen folgern aus diesen Analysen, dass es 

scheint, als hätten die Schülerinnen und Schüler, die die Aufgaben richtig lösen, bereits eine 

Vorstellung davon, wo die Form positioniert werden muss, und sie halfen sich mit Strategien, 

um die Bildfigur dorthin zu zeichnen (Götz & Gasteiger 2022). Sie scheinen mit „Hilfsstrate-

gien“, wie beispielsweise dem Drehen des Blattes oder den Einsatz des Geodreiecks als MIRA-

Spiegel, ihren Mangel an Wissen über Orthogonalität zu kompensieren. Dies steht im Ein-

klang mit den Schlussfolgerungen von Ramful et al. (2015), dass visuelle und analytische Stra-

tegien interagieren und, dass die visuelle Strategie entscheidender Ausgangspunkt ist, um den 

Lösungsprozess zu beginnen, auf dem die analytische Strategie aufbauen kann (Ramful et al. 

2015). Dass Schülerinnen und Schüler auf einem höheren geometrischen Leistungsniveau bes-

ser als Kinder auf einem geringeren Leistungsniveau in der Lage sind, alternative Lösungs-

strategien zu finden, die einen geringeren Anspruch an räumlich-visuelle Fähigkeiten stellen, 

zeigten auch andere Autoren (z. B. Grüßing 2002; Maier 1999). Für das korrekte Lösen von 

Aufgaben zur Achsenspiegelung (insbesondere an 45°-Achsen) – ohne ein in vollem Umfang 

ausgeprägtes analytisches Verständnis zu haben – bedeutet dies wiederum, dass auf Seiten 

der Schülerinnen und Schüler entweder hohe räumliche Fähigkeiten erforderlich sind oder, 

dass die Lösungsstrategien der Schülerinnen und Schüler flexibel sein müssen, um die richtige 

Lösung an 45°-Achsen zu finden (wie bspw. oben genannte Hilfsstrategien).  

Generell kann aus diesen Analysen geschlossen werden, dass Schülerinnen und Schüler, die 

alle Eigenschaften der Achsenspiegelung verstehen, sich weniger auf ganzheitliche Verfahren 

sowie Gesten und Handlungen stützen müssen. Diese Ergebnisse stimmen mit Forschungser-

gebnissen zu räumlichen Fähigkeiten überein, die Informationen liefern, dass bei komplexe-

ren Aufgaben Lösungsprozesse effizienter sind, wenn man sich auf analytische Verfahren be-

zieht (Grüßing 2002; Linn & Petersen 1985).  

6.3 Interpretation der Ergebnisse zum Inhaltsbereich Achsensymmetrie 

Ein weiteres Anliegen dieser Arbeit war es, Wissen zu generieren, welches Lehrerinnen und 

Lehrern eine Hilfe sein kann, ein anschlussfähiges Verständnis von Achsensymmetrie im Ge-
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ometrieunterricht der Grundschule anzubahnen. Dazu wurden der Einfluss von Aufgaben-

merkmalen auf das Erkennen von Achsensymmetrie bzw. auf das Einzeichnen von Symmet-

rieachsen in ebene Figuren sowie auftretende typische Fehler untersucht (Forschungsdeside-

rat 5; Götz et al. 2020). Eine Systematisierung der auftretenden Fehler zeigte, dass einige Feh-

ler häufiger und in Figuren mit bestimmten Charakteristika auftreten (vgl. Abbildung 20, 

S. 92; siehe Abschnitt 5.1.4.3). Eine mögliche Ursache für diese Fehler wird erkennbar, wenn 

die Merkmale der Aufgaben, bei welchen die jeweiligen Fehler auftreten, genauer betrachtet 

werden. Aus diesem Grund werden die Ergebnisse zur Achsensymmetrie im folgenden Ab-

schnitt vor dem Hintergrund bisheriger Forschung entlang der Merkmale von Figuren disku-

tiert. Anschließend werden erste Rückschlüsse auf das Verständnis von Achsensymmetrie 

gezogen. Dies erfolgt mit Bezug auf die bereits berichteten qualitativen Erkenntnisse zu Her-

angehensweisen, die Schülerinnen und Schüler beim Bearbeiten der Aufgaben zur Achsen-

spiegelung nutzen und wird ergänzt durch erste Einblicke in qualitative Analysen der Bear-

beitung von Aufgaben zur Achsensymmetrie. Ziel ist es, auf diese Weise ein möglichst um-

fassendes Wissen über das Verständnis von Schülerinnen und Schülern zur Achsensymmetrie 

zu erlangen. 

6.3.1 Synthese der Ergebnisse zur Achsensymmetrie – diskutiert entlang der Merkmale von 

Figuren 

Bezüglich des Aufgabenmerkmals Ausrichtung der Achse zeigte sich auch bei der Bearbei-

tung von Aufgaben zur Achsensymmetrie, dass schräge Achsen deutlich seltener richtig ein-

gezeichnet werden als horizontale und vertikale Achsen. Vertikale Achsen werden am häu-

figsten richtig eingezeichnet (Götz et al. 2020). Wie auch in den Ergebnissen zum Aufgaben-

merkmal 45°-Ausrichtung der Achse bei der Achsenspiegelung (vgl. Götz & Gasteiger 2019) 

lässt sich bestätigen – und auf die gleiche Art begründen –, dass der Umgang mit vertikalen 

Achsen am leichtesten fällt, während hingegen schräge Achsen den Schwierigkeitsgrad der 

Aufgaben erhöhen (vgl. auch Bornstein et al. 1981; Fisher et al 1981; Boswell 1976). Ein Fehler, 

der sich bei allen Aufgaben zur Achsensymmetrie herauskristallisiert hatte, war das Fehlende 

Einzeichnen von Achsen. Dieser kann zumindest in Teilen dadurch erklärt werden, dass – wer-

den nicht alle Achsen in einer Figur mit drei bzw. vier Symmetrieachsen eingezeichnet – so 

ist es meist die schräge Symmetrieachse, die nicht eingezeichnet wurde (bspw. im Quadrat 

oder Vierstern).  
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Der Vergleich des Aufgabenmerkmals Anzahl einzuzeichnender Achsen zeigte, dass die 

Lösungsquoten mit der Anzahl der einzuzeichnenden Achsen sinken (vgl. auch Schmidt 1986; 

Xistouri 2007). Ob dies auf die Komplexität der Figur zurückzuführen ist, oder auf die Tatsa-

che, dass beim Einzeichnen mehrerer Achsen auch mehr Achsen vergessen werden können, 

kann auch in der Studie von Götz et al. (2020) nicht beantwortet werden. Einen ersten unter-

stützenden Hinweis gibt jedoch die statistische Auswertung mittels Kreuztabellen: Es zeigt 

sich ein Zusammenhang des fehlenden Einzeichnens von Symmetrieachsen in das Quadrat 

mit dem fehlenden Einzeichnen von Symmetrieachsen in den Vierstern (beide jeweils vier 

Symmetrieachsen). Interessant ist an dieser Stelle zusätzlich, dass in das Quadrat relativ oft 

alle vier Spiegelachsen richtig eingezeichnet werden, in den Vierstern jedoch seltener. Dies 

wirft die Frage auf, ob diese gute Lösungsquote im Zusammenhang damit steht, dass das 

Quadrat eine den Schülerinnen und Schülern wohlbekannte Figur aus dem Unterricht der 

Grundschule ist – wie eine Schulbuchanalyse zeigte (vgl. Götz et al. 2020). Somit könnte das 

Einzeichnen der Symmetrieachsen reproduziertem Wissen entsprechen, welches einen ande-

ren Anforderungsbereich abdeckt als das Finden von Achsensymmetrie in weniger bekannten 

Figuren. Zieht man allgemein pädagogisch-psychologisches Wissen zur Interpretation dieses 

Aufgabenmerkmals heran, so ist es naheliegend zu vermuten, dass die Anzahl der eingezeich-

neten Achsen mit der Entwicklung metakognitiver Fähigkeiten (vgl. Modell zur Informati-

onsverarbeitung, Abschnitt 2.4.1) zusammenhängt. Man könnte vermuten, dass Kinder der 

Jahrgangsstufe 3 und 4 entsprechend ihrer noch niedrigen Fähigkeiten zur Metakognition den 

Lösungsprozess als beendet befinden, sobald eine oder zwei Symmetrieachsen einer Figur ge-

funden werden – ohne die Aufgabenbearbeitung durch metakognitiv angesteuerte Denkpro-

zesse zu reflektieren und die Figur erneute auf weitere Symmetrieachsen zu prüfen. 

Die Analyse des Aufgabenmerkmals der Arten der Symmetrieabbildung zeigte, dass nicht 

achsensymmetrische Figuren häufig als solche erkannt wurden – ausgenommen der punkt-

symmetrischen Figuren und da insbesondere dem Parallelogramm (vgl. auch Tabelle 3, S. 90). 

Figuren, die u. a. achsensymmetrisch waren, hatten geringere Lösungshäufigkeiten als nicht 

achsensymmetrische Figuren. Figuren mit mehreren Symmetrien hatten die geringsten Lö-

sungshäufigkeiten (vgl. Abschnitt 5.1.3.3).  

Die Ergebnisse der qualitativen Fehleranalysen und die damit verbundene Fehlerkategorisie-

rung zeigten, dass unabhängig von Figuren Schülerinnen und Schüler vermeintliche Achsen 

so einzeichnen, dass häufig zwei kongruente Teilfiguren entstehen, welche allerdings nicht 

durch eine Achsenspiegelung zur Deckung gebracht werden können. Beispiele hierfür sind – 
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je nach Figur – das Einzeichnen von Diagonalen, Seitenhalbierenden oder vermeintlichen 

Achsen senkrecht zum Verschiebevektor. Das Entstehen zweier kongruenter Teilfiguren 

könnte auch erklären, warum der Fehler des Einzeichnens der Diagonalen beim Rechteck und 

Parallelogramm (hier entstehen zwei kongruente Teilfiguren) deutlich häufiger auftritt als 

beispielsweise beim Drachen (hier entstehen zwei nicht kongruente Teilfiguren) (vgl. Abbil-

dung 18, S. 88). Dieses Ergebnis steht in Einklang mit der Vermutung, dass punktsymmetrische 

oder punkt- und achsensymmetrische Figuren seltener richtig als achsensymmetrisch bzw. 

nicht-achsensymmetrisch erkannt werden, als Figuren mit anderen Symmetrien (Genkins 

1978; Schmidt 1986).  

Auch der Fehler, dass die Achsensymmetrie nicht erkannt wird (v.a. bei achsensymmetrischen 

Schubfiguren, siehe Abbildung 19, S. 88, rechts) könnte zum Teil auf die Art der Symmetrie-

abbildung der Figur zurückgeführt werden: Bei achsensymmetrischen Schubfiguren liegt die 

falsch eingezeichnete vermeintliche Achse senkrecht zum Verschiebevektor und teilt die je-

weilige Figur bereits deutlich in zwei kongruente Hälften. Diese augenfällige Abbildung 

zweier Teilfiguren könnte der Grund dafür sein, dass die eigentliche Symmetrieachse nicht 

erkannt wurde. Für diese Interpretation würde auch der statistische Zusammenhang des Iden-

tifizierens der achsensymmetrischen Schubfigur “Doppeltes Boot“ als nicht achsensymmet-

risch mit dem Identifizieren der achsensymmetrischen Schubfigur „Doppelter Bogen“ als 

nicht achsensymmetrisch sprechen (vgl. Abschnitt 5.1.4.3, S. 92). 

Über die bereits in Bezug zu den Aufgabenmerkmalen gesetzten Fehler hinaus, können in der 

Studie von Götz et al. (2020) weitere Zusammenhänge zwischen Fehlern vermutet werden. 

Beispielsweise zeigte sich ein Zusammenhang zwischen dem Einzeichnen der Diagonalen (als 

vermeintliche Symmetrieachsen im Rechteck) mit dem Einzeichnen der Diagonalen (als Sym-

metrieachsen im Quadrat). Figureneigenschaften des Rechtecks und des Quadrats ähneln sich 

durch die Parallelität gegenüberliegender Seiten und der vier rechten Winkel: Das Quadrat 

als spezielles Rechteck hat zusätzlich vier gleich lange Seiten, wodurch es sich in seinen Sym-

metrieeigenschaften vom allgemeinen Rechteck unterscheidet. Eine mögliche Erklärung für 

die Fehler im Rechteck könnte somit die Übergeneralisierung von erlerntem Wissen über die 

Symmetrieachsen des Quadrates sein, die falsch auf das Rechteck übertragen werden.  
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6.3.2 Schlussfolgerungen auf das Verständnis von Achsensymmetrie 

Die in Abschnitt 6.3.1 diskutierten Ergebnisse werden im Folgenden in Bezug zu den Erkennt-

nissen der qualitativen Studien zur Achsenspiegelung gesetzt und auf der Basis erster Ein-

zelerkenntnisse aus Interviews mit Schülerinnen und Schülern zu Aufgaben zur Achsensym-

metrie diskutiert. Dieses In-Bezug-Setzen lässt Rückschlüsse auf unterschiedliche Niveaustu-

fen des Verständnisses von Achsensymmetrie zu – ähnlich wie es bereits zur Achsenspiege-

lung analysiert wurde. 

Auf ein geringeres Verständnis von Achsensymmetrie deutet die systematische Fehleranalyse 

dahingehend hin, wenn insbesondere in achsensymmetrischen Schubfiguren und rein ach-

sensymmetrischen Figuren die Achsensymmetrie nicht erkannt wurde. Es scheint als konnten 

diese Schülerinnen und Schüler keine kongruenten Teilfiguren finden, die sich durch eine 

Achsenspiegelung aufeinander abbilden lassen. Dies könnte zum einen darauf hindeuten, dass 

das Symmetrieverständnis noch nicht dahingehend ausgeprägt ist, dass das Wissen vorhan-

den ist, dass eine Figur bezüglich der Symmetrieachse in zwei deckungsgleiche Hälften zer-

fällt. Ein anderer möglicher Grund wäre, dass es andere Figurenmerkmale gibt, die die visuelle 

Wahrnehmung dieser beiden Teilfiguren erschweren (siehe Beispiele achsensymmetrischer 

Schubfiguren, Abbildung 19, S. 88).  

Ein weiterer Fehler, der auf ein eher geringes Verständnis von Achsensymmetrie schließen 

lässt, ist das Einzeichnen vermeintlicher Symmetrieachsen, welcher bei einigen Arten der Sym-

metrieabbildungen (inkl. Parallelverschiebung) auftrat. Der Fehler könnte bei den berichteten, 

häufig auftretenden vermeintlichen Symmetrieachsen (vgl. Abbildung 20, S. 92, in fett ge-

druckt) darauf zurückzuführen sein, dass die Teilfiguren, die beim Einzeichnen dieser ver-

meintlichen Symmetrieachsen entstehen, deckungsgleich sind. Schülerinnen und Schüler 

könnten also beim Einzeichnen der Symmetrieachsen überwiegend ganzheitlich gearbeitet 

haben und auf die „Figurform“ der Teilfiguren geachtet haben. Derartige Lösungen würden 

sich also nicht auf ein Symmetrieverständnis im normativen Sinne (vgl. Abschnitt 2.2.1) stüt-

zen, sondern der Definition der Wohlproportioniertheit nach Weyl (1980) folgen.  

Das Einzeichnen einer Geraden senkrecht zum Verschiebevektor könnte darauf hindeuten, dass 

die Schülerinnen und Schüler bereits verstanden haben, dass eine achsensymmetrische Figur 

aus zwei kongruenten Teilfiguren besteht. Nicht verstanden haben diese Schülerinnen und 

Schüler jedoch, dass diese beiden Teilfiguren durch eine Spiegelung an der Symmetrieachse 
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aufeinander abgebildet werden müssen. Dieser Fehler ähnelt stark dem Fehler beim Lösungs-

produkt Figur verschoben bei Aufgaben zur Achsenspiegelung. In beiden Fällen wurden allem 

Anschein nach überwiegend ganzheitliche Kriterien bei der Bearbeitung herangezogen und 

die beiden Figuren bzw. Teilfiguren können „nur“ durch eine Verschiebung aufeinander ab-

gebildet werden. 

Ein weiterer Aspekt, der charakteristisch für das Verständnis zur Achsensymmetrie ist, kann 

anhand der Aufgabe „Rechteck“ aufgezeigt werden. Exemplarische Erkenntnisse aus Inter-

views mit Kindern zeigen, dass Schülerinnen und Schüler, die die Aufgabe korrekt lösen, be-

reits ein Verständnis davon haben, dass achsensymmetrische Figuren unter Anwendung der 

Kongruenzabbildung Achsenspiegelung invariant bleiben, also ein Punkt auf einen entspre-

chenden Spiegelpunkt abgebildet wird. Dies soll exemplarisch an einem Beispiel veranschau-

licht werden. Frieda (Jahrgangsstufe 4, 11 Jahre alt) prüft eine eingezeichnete Diagonale im 

Rechteck: Sie kommt zu dem Schluss, dass die Diagonale keine Spiegelachse ist, weil „wenn 

ich das da so rüber klappe (zeigt auf eine Ecke des Rechtecks), dann kommt die Ecke da an (zeigt 

auf einen Punkt außerhalb des Rechtecks), statt da (zeigt auf die Ecke des Rechtecks).“ Es zeigt 

sich, dass das Verständnis „Punkte haben Spiegelpunkte“ auch beim Überprüfen auf Achsen-

symmetrie eine wichtige Rolle spielen kann – ähnlich wie die Herangehensweise „Punkte ha-

ben Spiegelpunkte“ bei der Achsenspiegelung zum erfolgreichen Lösen von Aufgaben führen 

kann (Götz & Gasteiger 2022).  

Gleichzeitig verdeutlicht dieses Beispiel, dass Aufgaben zum Einzeichnen und Überprüfen 

von Symmetrieachsen mit der Vorstellung eines Faltvorgangs (die Teilfiguren müssen dann 

aufeinander zum Liegen kommen) gelöst werden können. Naheliegend wäre also zu vermu-

ten, dass das Überprüfen einer Figur auf Achsensymmetrie primär auch eine hohe Anforde-

rung an das räumliche Vorstellungsvermögen stellt, und Schülerinnen und Schüler mit einer 

guten Raumvorstellung einen Vorteil beim Lösen dieser Aufgaben haben. Allerdings scheint 

es große interindividuelle Unterschiede zu geben, wie gut dieser Klappvorgang im Kopf 

durchgeführt werden kann. Es ist zu vermuten, dass Schülerinnen und Schüler, die Aufgaben 

zum Einzeichnen von Symmetrieachsen korrekt lösen, zum einen die Vorstellung „anders-

herum“ haben, wissen, dass die Figur unter Anwendung der Kongruenzabbildung Achsen-

spiegelung invariant bleibt (also jeder Punkt einen Spiegelpunkt bezüglich der eingezeichne-

ten Achse hat) und sie können dies auch mit Hilfe mentaler Operationen überprüfen. 

Die in diesem Abschnitt diskutierten Ergebnisse geben Anlass zu vermuten, dass Fehler ins-

besondere auf spezielle Eigenschaften von Figuren zurückzuführen sind: Das Einzeichnen 
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vermeintlicher Symmetrieachsen scheint nicht willkürlich zu geschehen, sondern sich an spe-

ziellen Figureneigenschaften zu orientieren (gleiche Winkelgrößen, parallelliegende Seiten, 

gleiche Länge zweier Seiten der Figur). Die Analysen dieses Abschnitts lassen vermuten, dass 

das Orientieren an Eigenschaften der Figuren beim Erkennen von Achsensymmetrie eher zu 

falschen Ergebnissen zu führen scheint - wohingegen eine gute Raumvorstellung erfolgver-

sprechender erscheint. 

6.4 Zusammenfassendes Resümee und Forschungsperspektiven 

Ein besonderer Mehrwert dieser Arbeit kann in den Erkenntnissen zu fachdidaktischem Wis-

sen bezüglich des Unterrichtens der Achsenspiegelung und der Symmetrie in der Grund-

schule gesehen werden. Inhaltsspezifische schwierigkeitsgenerierende Merkmale von Aufga-

ben zur Achsenspiegelung in der Grundschule (vgl. Forschungsdesiderat 3) bieten eine neue, 

fachdidaktische Wissensbasis für Grundschullehrerinnen und -lehrer. Bisheriges Wissen zu 

Aufgabenschwierigkeiten, das überwiegend für die Sekundarstufe vorlag, konnte ergänzt 

werden. Insbesondere das herausgearbeitete Kategorienschema bezüglich schwierigkeitsge-

nerierender Merkmale bei der Achsenspiegelung und ihrer Ausprägungen kann sowohl für 

weitere Forschungsvorhaben genutzt werden und stellt gleichermaßen fachdidaktisches Auf-

gabenwissen für Lehrerinnen und Lehrer bereit. Als Teil professionellen Wissens kann dieses 

Wissen als wichtige Basis für das Unterrichten von Achsenspiegelung dienen – bei der Auf-

gabenerstellung, bei der Kompetenzdiagnostik und bei der Auswahl adäquater Unterrichts-

materialien. Ebenso wurde eine fachdidaktische Wissensbasis zum Einfluss von Aufgaben-

merkmalen auf das Erkennen von Achsensymmetrie bzw. das Einzeichnen von Symmetrie-

achsen in ebene Figuren in der Grundschule im Rahmen dieser Arbeit erstmalig herausgear-

beitet. Annahmen zum Einfluss von Aufgabenmerkmalen (wie beispielsweise der Punktsym-

metrie) auf die Aufgabenbearbeitung konnten bestätigt werden. 

Weiterhin wurde in dieser Arbeit eine fachdidaktische Wissensbasis  zu Fehlern bei der Ach-

senspiegelung und beim Erkennen von Achsensymmetrie bzw. beim Einzeichnen von Sym-

metrieachsen in ebene Figuren generiert, welches eine weitere wichtige Komponente fachdi-

daktischen Wissens von Lehrerinnen und Lehrern darstellt (u. a. Baumert & Kunter 2006; 

Loewenberg Ball et al. 2008). Wissen um typische Fehler bei der Achsenspiegelung lag aus 

bisheriger Forschung nur vereinzelt vor und war nicht ausreichend, um ausgehend von Feh-

lern bei der Achsenspiegelung und -symmetrie angemessene Lernprozesse abzuleiten (vgl. 

Forschungsdesiderat 4). Es zeigte sich in dieser Arbeit, dass die Fehler von Grundschülerinnen 
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und -schülern andere sind als die der Schülerinnen und Schüler der Sekundarstufe und, dass 

diese Fehler sich unterscheiden – je nachdem, ob anliegende oder nicht anliegende Figuren 

gespiegelt werden. Fachdidaktisches Wissen zu typischen Fehlern beim Erkennen von Ach-

sensymmetrie bzw. beim Einzeichnen von Symmetrieachsen in ebene Figuren stellt erste Er-

kenntnisse in diesem Bereich dar. Hierzu bedarf es noch weiterer Studien, die die Befunde zu 

typischen Fehlern mit einer größeren Aufgabenbasis bestätigen und weitere Merkmale 

herausarbeiten. 

Wissen um typische Fehler, die im Umgang mit Aufgaben zur Achsenspieglung und Achsen-

symmetrie auftreten, kann bei der Analyse der Lernvoraussetzungen bei Grundschulkindern 

hilfreich sein und unverzichtbare Grundlagen für eine handlungsleitende Diagnostik im Un-

terricht schaffen (vgl. Abschnitt 2.4, Abbildung 2, S. 32). Aussagen zu systematischen Fehlern, 

also Fehlern die die individuelle Leistung einer Schülerin bzw. eines Schülers charakterisieren 

(Käser 2011) und Aufschluss über das individuelle Verständnis von Achsensymmetrie geben, 

können anhand dieser Arbeit nicht getroffen werden. Wissen um systematische Fehler könnte 

für Lehrkräfte zusätzlich hilfreich sein, um an den aktuellen Lernprozess einzelner Schülerin-

nen und Schüler anknüpfen zu können und somit einen soliden Wissensaufbau zu ermögli-

chen (Spychinger et al. 1999). In der Untersuchung systematischer Fehler von Schülerinnen 

und Schülern ist eine weitere Forschungsperspektive zu sehen. Wissen zu systematischen 

Fehlern in unterschiedlichen Jahrgangsstufen könnte dazu beitragen, wissenschaftlich fun-

dierte Erkenntnisse zum curricularen Aufbau von Inhalten zu generieren (vgl. auch For-

schungsdesiderat 1). 

Herangehensweisen, die Schülerinnen und Schüler der Grundschule bei der Lösung von Auf-

gaben zur Achsenspiegelung nutzen, wurden in dieser Arbeit erhoben. Diese Herangehens-

weisen lassen Vermutungen zu Lernvoraussetzungen von Schülerinnen und Schülern bzw. zu 

dem, was Schülerinnen und Schüler bei der Bearbeitung der Aufgaben zur Achsenspiegelung 

denken, zu. Wissen zu möglichen Vorgehensweisen von Schülerinnen und Schülern ist aus 

Sicht von Lehrerinnen und Lehrern besonders wertvoll, da dadurch auch Wissen über Lern-

vorgänge (als Grundlage diagnostischen Handelns) (vgl. Schrader 2013; vgl. auch Wollring 

2006) vorhanden ist und auf diese Weise auftretende Fehler der Schülerinnen und Schüler 

gedeutet werden können – wie es in dieser Arbeit geschehen ist. Je nachdem, wie die Schüle-

rinnen und Schüler an die Bearbeitung der Aufgaben zur Achsenspiegelung herangehen, zei-

gen sich unterschiedliche Ebenen an Symmetrieverständnis. Diese Erkenntnisse können als 
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diagnostisches Wissen angesehen werden und sind somit ein Teil einer Wissensbasis an pro-

fessionellem Wissen, welches Grundschullehrerinnen und -lehrer brauchen, um gezielte, an 

das Individuum angepasste diagnostische Maßnahmen – informeller und formeller Art – zu 

ergreifen (vgl. Abschnitt 1.2.4). Welches Denken bzw. welche Vorstellung von Symmetrie 

Schülerinnen und Schüler haben, wenn sie die berichteten Fehler machen, konnte in dieser 

Arbeit nur aufgrund auftretender typischer Fehler vermutet werden. Auch mögliche Gründe, 

die hinter Schwierigkeiten bei Aufgaben zur Symmetrie stehen (wie beispielsweise der Ein-

fluss von Eigenschaften der Figuren wie Winkel oder Seitenlängen), konnten nur angenom-

men werden. Hierauf Bezug nehmend ist es eine weitere Forschungsperspektive, dieses Wis-

sen über das Denken der Schülerinnen und Schüler – ähnlich, wie es für die Achsenspiegelung 

bereits in einer qualitativen Interview-Studie geschehen ist – auch für die Achsensymmetrie 

zu präzisieren. Ausgehend von typischen Fehlern und Aufgabenschwierigkeiten könnte so 

ein Erkenntnisgewinn bezüglich zugrundeliegender, mathematisch nicht tragfähiger Vorstel-

lungen entstehen. Auf diese Weise könnte auch geklärt werden, ob die Schülerinnen und 

Schüler die Vorstellung „es entstehen zwei kongruente Teile beim Einzeichnen einer Achse“ 

tatsächlich gleichsetzen mit – oder unterscheiden von – der Vorstellung „ist bezüglich der 

Spiegelung an einer Achse symmetrisch“ (Götz et al. 2020). Ungeklärt bleibt auch, ob sich die 

Kinder wirklich an spezifischen Eigenschaften der Figur orientieren (wie beispielsweise 

Ecken, parallel liegenden Seiten, etc.) oder ob eventuell ein im Kopf ungenau nachvollzogener 

Klappvorgang hinter den (fehlerhaften) Aufgabenlösungen steht. Wenn es gelänge, bei typi-

schen Fehlerarten zu wissen, welche Vorstellung von Kindern diesen Fehler auslöst, könnte 

im Unterricht gezielt darauf eingegangen werden und dieses Wissen für diagnostische Akti-

vitäten verwendet werden. 

Zusammenfassend unterstreicht die Diskussion der Ergebnisse der vorliegenden Arbeit die 

Bedeutung einer differenzierten, analytischen Sicht auf die Lösungsprodukte der Schülerin-

nen und Schüler und die Bedeutung adäquater Unterrichtsmethoden. Eine weitere For-

schungsperspektive, die sich aus dieser Arbeit ergibt, liegt darin, Zusammenhänge zwischen 

den Fähigkeiten der Schülerinnen und Schüler Aufgaben zur Symmetrie und Achsenspiege-

lung zu lösen und ihrem räumlichen Vorstellungsvermögen zu untersuchen. Mögliche Zu-

sammenhänge mit unterschiedlichen Komponenten des räumlichen Vorstellungsvermögens 

fanden bereits an unterschiedlichen Stellen Erwähnung. Erste Hinweise auf den Einfluss un-

terschiedlicher Teilkomponenten des räumlichen Vorstellungsvermögens auf das Bearbeiten 
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raumgeometrischer Aufgaben zeigen sich in Qualifikationsarbeiten (bspw. Gillert 2020). Ba-

sierend auf einer Fallstudie vermuten Hoyles und Healy (1997), dass insbesondere durch die 

Möglichkeit, während der Bearbeitung der Aufgaben zur Achsensymmetrie andere Perspek-

tiven einzunehmen, eine Voraussetzung gegeben ist, Aufgaben korrekt zu lösen. Xistouri und 

Pitta-Pantazi (2006) zeigen einen Zusammenhang zwischen Fähigkeiten zur Perspektivüber-

nahme und Fähigkeiten, Aufgaben zur Achsensymmetrie zu lösen. Wissen über Zusammen-

hänge dieser Art könnte unter anderem dazu beitragen, nicht nur mögliche Fehler zu erfassen 

(wie es in dieser Arbeit geschehen ist), sondern darüber hinaus fachdidaktisches und 

allgemein-pädagogisches Wissen zu Hintergründen der Fehler nutzen zu können, um gezielte 

Fördermaßnahmen zu ergreifen (Götz et al. 2020).  

Die Bedeutung der in dieser Arbeit neu generierten Wissensbasis wird insbesondere deutlich, 

wenn fachliches und fachdidaktisches Wissen im Kontext der Modelle professionellen Han-

delns von Lehrerinnen und Lehrer als Teil der professionellen Handlungskompetenz reflek-

tiert werden (u. a. Baumert & Kunter 2006; Loewenberg Ball et al. 2008). Wie qualitative Stu-

dien zeigen, scheint sich fachdidaktisches Wissen positiv auf die Unterrichtsqualität sowie die 

Qualität der Lerngelegenheiten und Lernfortschritte auszuwirken (u. a. Fennema et al. 1996; 

Carpenter & Fennema 1992). Wie auch Hill et al. (2004) anhand von Mehrebenenanalysen 

zeigen, kann das kombinierte fach- und fachdidaktische Wissen von Grundschullehrkräften 

Leistungsfortschritte von Schülerinnen und Schülern vorhersagen. Auch in der Sekundarstufe 

erwiesen sich das fachdidaktische Wissen von Lehrerinnen und Lehrern und das Fachwissen 

(vermittelt über das fachdidaktische Wissen) als wichtige Prädiktoren für ein anspruchsvolles 

und konstruktiv unterstützendes Unterrichten (Baumert & Kunter 2006, S.496). Mediiert über 

die Merkmale der Unterrichtsgestaltung sind Fachwissen und fachdidaktisches Wissen auch 

für die Fachleistungen von Schülerinnen und Schülern substanziell bedeutsam (vgl. Baumert 

et al. 2006, zitiert nach Baumert & Kunter 2006, S. 496). An dieser Stelle wird die praktische 

Bedeutung des fachlichen und fachdidaktischen Wissens für den Unterricht – wie sie bereits 

zu Beginn dieser Arbeit in Abbildung 2 (siehe S. 32) angedeutet wurde – ersichtlich. Um im 

Mathematikunterricht der Grundschule angemessen zu handeln – im Sinne einer mathema-

tikunterrichtsbezogenen Handlungskompetenz – bedarf es neben fachdidaktischem und di-

agnostischem Wissen (wie es im Rahmen dieser Arbeit generiert wurde) zusätzlich der Kennt-

nis wesentlicher Merkmale von Lernumgebungen sowie das Nutzen dieser zur zielgerichteten 

Konzeption von Lerngelegenheiten (vgl. bspw. DMV et al. 2008, S.11). Kompetentes Handeln 
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von Lehrpersonen umfasst des Weiteren Wissen um Aufgaben als Ausgangspunkt für Lernpro-

zesse, Wissen zu Unterrichtsmethoden und Wissen zu fachspezifischen Interventionsmöglichkei-

ten (DMV et al. 2008). Ausgehend von Erkenntnissen zu fachdidaktischem und diagnosti-

schem Wissen, ist dahingehend eine weitere Forschungsperspektive zu sehen, adäquate Un-

terrichtsmethoden zu analysieren bzw. den Einsatz von geeignetem Material beim Unterrich-

ten von Symmetrie und Achsenspiegelung in der Grundschule zu untersuchen. 
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7 Implikationen und Fazit 

Die Ergebnisse dieser Arbeit sind auch für die Unterrichtspraxis relevant. So soll abschließend 

erläutert werden, wie die Wissensbasis, die geschaffen wurde, auch über die Forschungsper-

spektive hinaus von Bedeutung sein kann, um Lehrkräfte dabei zu unterstützen, ein grundle-

gendes Verständnis von Symmetrie und Achsenspiegelung bereits in der Grundschule an-

schlussfähig anzubahnen. Die hier vorgestellten Erkenntnisse bieten Lehrerinnen und Leh-

rern der Grundschule sowohl bei der Aufgabenerstellung, bei der Kompetenzdiagnostik und 

bei der Auswahl adäquater Unterrichtsmaterialien eine wertvolle Wissensbasis (vgl. For-

schungsdesiderat 7). 

7.1 Konsequenzen für die Praxis 

Aus systematischen Erkenntnissen zu professionellem Wissen von Lehrerinnen und Lehrern, 

die in dieser Arbeit zu schwierigkeitsgenerierenden Merkmalen von Aufgaben, typischen 

Fehlern von Schülerinnen und Schülern und deren Denken gewonnen wurden, lassen sich 

Handlungsempfehlungen für den Unterricht ableiten. Insbesondere aus Problemen, die bei 

Aufgaben zur Achsenspiegelung und zum Einzeichnen von Symmetrieachsen auftreten, kön-

nen Kriterien für einen adäquaten Material- und Aufgabeneinsatz abgeleitet werden, welcher 

die teils noch nicht tragfähigen Vorstellungen von Schülerinnen und Schülern berücksichtigt. 

Auf die Frage, welches Material sich auf welche Art und Weise mit welchem Ziel einsetzen 

lässt (Forschungsdesiderat 7), können durch die hier vorliegenden Ergebnisse erste Antwor-

ten gegeben werden.  

7.1.1 Handlungsgerüst zur Erstellung adäquater Aufgaben 

Von besonderer Bedeutung für die Unterrichtspraxis sind Erkenntnisse über Aufgaben zur 

Achsenspiegelung, die durch das Kategorienschema bezüglich schwierigkeitsgenerierender 

Merkmale und ihrer Ausprägungen visualisiert wurden (vgl. Abbildung 10, S. 78). Dieses Ka-

tegorienschema kann Lehrerinnen und Lehrern helfen, Aufgaben wohlüberlegt in ihrem Un-

terricht einzusetzen. Grundlegend für die Erstellung gut geeigneter Aufgaben ist in diesem 

Fall die Möglichkeit Schwierigkeitsstufen gezielter als bisher einschätzen und Lösungspro-

dukte der Schülerinnen und Schüler anhand des Schemas gezielter einordnen zu können. 

Dadurch kann die diagnostische Qualität verbessert werden. Wie dieses Kategorienschema 

ähnlich eines Schieberegler-Systems angewandt werden kann, um Aufgabenschwierigkeiten 
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zu variieren, zeigt Götz (2020). Die auf empirischer Basis generierten Ergebnisse lassen sich 

nicht nur für die informelle Diagnose, sondern auch für formelle Diagnosen nutzen, indem 

sie beispielsweise für die Erstellung von Testaufgaben herangezogen werden.  

7.1.2 Handlungsgerüst zum adäquaten Materialeinsatz 

Die Ergebnisse dieser Arbeit zeigen an vielen Stellen, dass Schülerinnen und Schüler der 

Grundschule stark handlungsgebundene Vorstellungen haben. Genauer betrachtet scheint es 

so, als ob sich Schülerinnen und Schüler der Jahrgangsstufen 3 und 4 teilweise im Übergang 

vom handlungsgebundenem zum analytischen Vorgehen befinden. Hierzu ließe sich vermu-

ten, dass die noch stark handlungsgebundenen Vorstellungen von Grundschulkindern durch 

den vorherrschenden Einsatz von Material, das überwiegend ein holistisches Verständnis von 

Achsenspiegelung bzw. -symmetrie in den Vordergrund stellt, begünstigt werden. Daher 

wäre eine Möglichkeit, mehr Materialien einzusetzen, die den Übergang von stark handlungs-

gebundenen Vorstellungen zu analytischem Vorgehen unterstützen: Ein Material, das auch 

erste analytische Komponenten miteinbezieht, ist beispielsweise das Prickeln. Im Unterricht 

sollten demnach handlungsgebundene Verfahren und analytische Vorgehensweisen inte-

griert werden bzw. Aufgabenstellungen mit verschiedenen Zielsetzungen abwechselnd ein-

gesetzt und reflektiert werden. Hoyles und Healy (1997) zeigten bereits, dass durch den Ein-

satz gewisser computerbasierter Lernumgebungen Kinder ihre “Vorstellung von Achsenspie-

gelung“ im Sinne eines Conceptual change (vgl. dazu auch Duit 1999; Posner et al. 1982) än-

dern, während sie in dieser Lernumgebung arbeiten.  

Bei Aufgaben zur Achsensymmetrie scheint es hingegen eher so, dass u. a. eine mangelnde 

Raumvorstellung zu Fehlern beim Einzeichnen bzw. beim Überprüfen von Symmetrieachsen 

führen könnte. Hier wäre zu überlegen, ob eine Schulung des räumlichen Vorstellungsver-

mögens sinnvoll wäre. Zudem könnte das Verständnis vertieft werden, wenn in Prüfverfah-

ren sowohl ganzheitliche als auch analytische Methoden integriert werden. Dies steht im Ein-

klang mit den Erkenntnissen von Ramful et al. (2015), dass visuelle und analytische Strategien 

interagieren und, dass die visuelle Strategie entscheidender Ausgangspunkt sein kann, um 

den Lösungsprozess zu beginnen, auf dem dann die analytische Strategie aufbauen kann 

(Ramful et al. 2015). Eine weitere Möglichkeit, das Verständnis von Achsensymmetrie zu för-

dern, könnten Methoden sein, die einen dynamischen Zugang zur Achsensymmetrie verfol-

gen. Unterrichtspraktische Studien, die sich mit dem Einsatz von Computerprogrammen beim 

Erlernen der Achsensymmetrie befassen (Ng und Sinclair 2015; Xistouri und Pitta-Pantazi 
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2013; Thangamani und Eu 2019), zeigen, dass durch derartige Methoden der Aufbau eines 

fundierten Symmetrieverständnisses unterstützt werden könnten.  

7.2 Fazit 

Die Ergebnisse dieser Arbeit zeigen, dass die Auseinandersetzung mit Fehlern von Schülerin-

nen und Schülern als besonders hilfreich angesehen werden kann, um (Lern-) Schwierigkei-

ten aufzudecken und um aus erkannten Fehlermustern Hinweise für Fördermaßnahmen der 

Schülerinnen und Schüler zu gewinnen: Dazu ist eine qualitative Analyse der Fehler notwen-

dig (Lorenz & Radatz 1993). Gleichermaßen soll an dieser Stelle dafür sensibilisiert werden, 

dass „Fehler nicht gleich Fehler“ sind. Die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten, detail-

lierten Analysen der Lösungsprodukte von Schülerinnen und Schülern bei Aufgaben zur Ach-

senspiegelung und Achsensymmetrie zeigen, dass Fehler nicht willkürlich entstehen, und es 

meist nachvollziehbare Ursachen für diese gibt. 

Abschließend soll – im Sinne eines Ausblicks - an dieser Stelle die Lehrkraft erneut in den 

Mittelpunkt gerückt werden. Professionelles Wissen von Grundschullehrerinnen und -leh-

rern, das notwendig ist, um im Inhaltsbereich Achsenspiegelung und Achsensymmetrie an-

schlussfähig zu unterrichten, wurde in dieser Arbeit ausführlich geschildert. Neben den in-

haltsspezifisch ausgerichteten Facetten professionellen Wissens sind jedoch noch andere 

Merkmale der Lehrperson unterrichtsrelevant, die hier nicht weiter angesprochen wurden. 

Dazu zählt beispielsweise das Engagement, die Motivation oder die verwendete Sprache. Um 

exemplarisch aufzuzeigen, dass sich professionelles Wissen auch in einer präzisen Sprache 

der Lehrerinnen und Lehrer bezüglich spezifischer Begriffe zeigt, werden Äußerungen von 

zwei Schülern der gleichen Klasse, Fabian und Max, herangezogen. Beide Kinder verwenden 

den Begriff „gleich“, jedoch um verschiedene Sachverhalte zu erklären:  

- Fabian prüft die eingezeichneten Symmetrieachsen im Rechteck. Dazu stellt er das 

Geodreieck auf die eingezeichnete Diagonale des Rechtecks: „Da muss ich mal nach-

gucken. […] Ich würde sagen, es ist richtig, weil es ist ja gleich, wenn man hier so 

guckt (fährt dabei die beiden Teilfiguren links und rechts der Diagonale nach).“ – Gleich 

wird hier also verstanden als hat kongruente Teile, die sich jedoch nicht durch eine 

Achsenspiegelung aufeinander abbilden lassen. 
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- Max (Jahrgangsstufe 4, 10 Jahre alt) kommt gleich zu dem Ergebnis, dass die Diagonale 

des Rechtecks keine Spiegelachse ist, „weil wenn man das einknickt (macht eine Bewe-

gung mit der Hand ähnlich eines Klappvorgangs), dann ist das nicht gleich mit dem 

hier (zeigt auf die andere Seite seiner Hand).“ – Gleich wird hier verstanden als, kommt 

durch eine Kongruenzabbildung (nämlich die der Achsenspiegelung) nicht aufeinan-

der zu liegen. 

Ein und derselbe Begriff wird von den Kindern verwendet, um unterschiedliche mathemati-

sche Erkenntnisse zu versprachlichen. Dies zeigt exemplarisch auf, wie wichtig es ist, als 

Lehrkraft selbst präzise auf die Sprache zu achten und Schülerinnen und Schüler dazu anzu-

leiten, dies zu tun. Diese Fähigkeit ist insbesondere auch beim Aufbau der prozessbezogenen 

Kompetenz „Argumentieren“ nötig und sollte im Unterricht auf verschiedene Weise ange-

bahnt werden. Nicht zuletzt in der präzisen Verwendung von Begriffen zeigt sich eine fachli-

che Qualifizierung der Schülerinnen und Schüler, die von der Vorstellung der Symmetrie als 

etwas Wohlproportioniertem (nach Weyl 2017) (umgangssprachlich ausgedrückt „hat gleich 

aussehende Teile“), hin zu einem mehr und mehr mathematisch definierten Verständnis von 

Symmetrie und Achsenspiegelung führt („die Strecke, die Punkt und Spiegelpunkt verbindet, 

ist auf beiden Seiten der Achse gleich lang und liegt senkrecht zur Spiegelachse“). 
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